Analiza matematicd este o simfonie coerentd a infinitului.

David Hilbert

That Cauchy had so much trouble proving the mean value theorem or
coming to terms with the notion of uniform convergence should alert us to
the fact that these ideas are not easily assimilated. The student needs time
with them. The highly refined proofs that we know today leave the mistaken
impression that the road of discovery in mathematics is straight and sure. It is
not. Fxperimentation and misunderstanding have been essential components
i the growth of mathematics.

A Radical Approach to Real Analysis, David Bressoud, The Mathematical
Association of America, 1994, pagina vii.
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ELEMENTE DE LOGICA

CALCULUL CU PROPOZITII

Propozitia, adevarul si falsul - notiuni primare
Principalii operatori logici

Din punct de vedere logic o teorie gtiintificd este un sistem de propozitii
(enunturi, legi, afirmatii) adevirate sau considerate altfel. Logica nu se ocupi
cu definirea notiunii de propozitie si nici a adevarului sau falsului, toate
acestea fiind considerate notiuni primare (nedefinite).

Dacd o propozitie p este adeviratd vom scrie v(p) = 1, iar daci este falsi,
v(p) = 0; numerelor 0 si 1 le vom spune valori de adevir, prima desemnand
falsul, iar cea de a doua adevéarul.

Cele mai simple propozitii sunt de forma ” A este B”. De exemplu,” Eminescu
este autorul poeziei Luceafarul”, ”Balena este mamifer”. Pornind de la
asemenea propozitii simple, prin conectéari diverse, se obtin propozitii com-
puse. Logica isi propune si studieze cum se transmit valorile de adevar la
propozitiile compuse, construite cu ajutorul operatorilor logici.

Principalii operatori logici sunt:

1) negatia, notatd cu non sau cu | sau cu —~ (in limbaj uzual NU).

2) disjunctia, notatd cu V (in limbaj uzual SAU).

3) conjunctia, notatd cu A (in limbaj uzual SI).

4) implicatia, notatd cu — (in limbaj uzual DACA..., ATUNCIL...).

5) echivalenta, notats cu « (in limbaj uzual DACA SI NUMAI DACA).

Observatie. Dacd p st q desemneazd doud propozitii, atunci avem:



v(p) v(g) v(p) v(pVa) vipAq)
1 1 0 1 1
1 0 0 1 0
o 1 1 1 0
0o 0 1 0 0
§1
v(p) v(g) vip—q) vip<q)
11 1 1
1 0 0 0
0o 1 1 0
0 0 1 1

Observatie

1) (pAgq) este PV,

2) (p— q) este (pV q),

3) (p—q) este (p — q) A (g — p).

Observatie. Din tabloul de mai sus rezultd urmdtoarele:
1) v(p <« q) = 1 numai daca v(p) = v(q).

2) dacd v(p) = 0, atunci v(p — q) = 1, oricare ar fi propozitia q (se
spune cd falsul implicd orice).

3) daca v(q) =1, atunci v(p — q) = 1, oricare ar fi propozitia p.

4) pentru a afla valoarea de adevdr a implicatiei p — q este suficient sd
examinam doar cazul v(p) = 1.

Definitie. O propozitie compusd si adevdratd indiferent de ce valori de
adevdr au propozitiile care o compun se numeste tautologie.

Observatie. Dacd propozitia (p — q) este adevdratd vom nota p = q §i
vom spune cd p este o conditie suficientd pentru q sau cd q este o condilie
necesard pentru p.

Observatie. Dacd propozitia (p «— q) este adevdaratd vom nota p < q
g1 vom spune cd p este o conditie necesard §i suficientd pentru q (gi invers).
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Exercitii.
1) S4 se giseascd valoarea de adeviar a urmatoarelor propozitii compuse:
i) Dacd temperatura este sub zero grade, atunci apa ingheat3.

ii) Daca apa fierbe la 100° C', atunci doud corpuri incércate cu electricitate
de semne contrare se atrag.

Observatie. Fxercitiul anterior ne avertizeazd cd trebuie sa facem dis-
tinctie intre implicatia logicd si succesiunea cauzd-efect din lumea fizicd.

2) Ar#tati cd urm#toarele propozitii sunt tautologii:

i) pVqg< qVp, pAqgs g p (comutativitate).

i) (pVgVrepVigVvr), (pAg) Ar < pA(gAr) (asociativitate).
iii) pV(pAr) < p, pA(pVr) < p (absortie).

iv) pVp<p, pAp< p (idempotentd).

v) pV(gAT) < (V@) A(pVT), pA(gVT) < (pAQ)V (pAT) (distributivitate).
vi)pVqg<DAG pAqg< DV (legile lui De Morgan).

vii) p < p (principiul dublei negatii).

3) Aritati cd urmatoarele propozitii sunt tautologii:

i) ((p —q) A (g—r)) = (p— r) (implicatia este tranzitiva).

i) (pvg)—=r)e@—=r)Alg—rT)

iii) (p A (p — q)) = ¢ (regula modus-ponens).

v) () ) & (T — D).

4) Ari#tati cd (p — q) < (¢ — p) nu este tautologie.

6) Si se afle negatia propozitiilor:



i) (p—q) —r

i) p— (¢ —1).

CALCULUL CU PREDICATE

Constante si variabile
Predicate (unare, binare, etc)
Cuantificatorul universal si cuantificatorul existential

Printre semnele (simbolurile) intalnite in propozitiile matematicii se afld
constante gi variabile. Astfel se intalnesc constante precum un numaér, semnul
de adunare, etc, toate avand o semnificatie precisd, care raméne neschim-
batd in decursul desfisurarii rationamentelor. Deosebirea capitald dintre
constante si variabile constd in aceea ci in timp ce primele au o semnificatie
prin ele insele, ultimele nu au aceastd semnificatie. Spre exemplu propozitia
”1 + 2i este un numdr real” are un continut clar (este falsd) dar propozitia
”x este un numar real” nu are o semnificatie precisd, ea capita o astfel de
semnificatie numai dup4 inlocuirea variabilei x.

Definitie. Fzpresiile de forma p(z,vy,z,..), care atunci cind inlocuim
variabilele x,y, z,.. cu constante, se transformd in propozitii bine determi-
nate, se numesc predicate unare, binare, etc, dupd cum avem 1,2, etc, vari-
abile.

Observatie. Operatorii logici studiati permit introducerea unor noi pred-
icate.
De exemplu, pentru predicate p(x) si q(x) putem considera noile predicate

p(x),p(z) V q(z), p(x) A q(x), etc.

In afara operatorilor logici de mai sus, in matematics, mai intervin si
alti operatori, anume cuantificatorul universal, notat V, si cuantificatorul
existential, notat .

Prin cuantificatorul V se trece de la predicatul p(x) la propozitia

(Vz) p(w)



care este falsd numai dacd existd o constantd a astfel ca p(a) s fie falsa.
Prin cuantificatorul 3 se trece de la predicatul p(x) la propozitia

(3x) p(=)

care este adeviratd numai dacd existd (cel putin) o constanti a astfel ca p(a)
sa fie adevarata.
Prin urmare avem tautologiile:

(V) p(x) < (3z) p(x)

si
(3z) p(z) < (Vo)p(x).

Ele aratd cd prin negare V se schimba in 4, iar 4 se schimb4 in V.

Observatie. Avem urmdtoarea proprietate de comutativitate a cuantifi-
catorilor de acelasgi tip:

(Vz)(Yy) p(x,y) & (Vy)(Vz) p(,y)

§i
(32)(3y) p(x,y) & (Jy)(Fz) p(z,y)

sunt tautologiz.

Observatie. Fie p(x) i q(z) doud predicate unare. Dacd propozitia

(Vz) (p(z) — q(z))

este adevdratd, vom nota
p(x) = q(=).
A ardta cd propozitia de mai sus este falsd inseamnd a gdsi o constantd
a astfel ca p(a) sd fie adevaratd, iar q(a) sd fie falsd.
Unui astfel de exemplu i se spune contraexemplu la propozitia datd.
Analog vom spune cd p(z) este echivalent cu q(x) i vom scrie

p(x) < q(x),

dacd propozitia
(Vz)(p(z) < q(2))



este adevdratd.
Exercitii.

1) S4 se arate c4 oricare ar fi predicatul binar p(z,y) avem:

(32)(Vy) p(x,y) = (Vy)(Fz) p(x,y).

Este adevirata implicatia reciproca?

Observatie extrem de importanta. Ezxercitiul de mai sus aratd cd or-
dinea cuantificatorilor logici este extrem de importantd. Acest lucru se poate
constata compardand notiunile de continutate gi continuitate uniformd (vezi
paginile ...), de convergentda simpld si convergentd uniformd pentru siruri de
functii (vezi paginile ...) etc.

REZUMAT

CALCULUL CU PROPOZITII

Propozitia, adevarul si falsul sunt notiuni primare.

Oricarei propozitii i se asociaza o valoare de adevar.

0 desemneaza falsul

1 desemneaza adevarul

Principalii operatori logici sunt negatia, disjunctia, conjunctia,
implicatia si echivalenta.

O propozitie compusa care este adevirata indiferent de valorile
de adevar ale propozitiilor care o compun se numeste tautologie.

Dacd (p — ¢q) este adevdrati vom spune cd p este o conditie
suficienta pentru ¢ sau ca ¢ este o conditie necesara pentru p.

Daci propozitia (p «— ) este adeviratd vom spune cd p este o
conditie necesara si suficientd pentru ¢ (si invers).

Urmatoarele propozitii sunt tautologii:

) pVaeDANG pAGES DV

ii) p < p (principiul dublei negatii).



iii) (p A (p — q)) = ¢ (regula modus-ponens).
iv) (p —q) < (@—D)-
Propozitia (p — ¢) & (¢ — p) nu este tautologie.

CALCULUL CU PREDICATE

Constantele sunt simbolurile dintr-o propozitie matematica care
au o semnificatie precisa care raméane neschimbata in decursul des-
fagurarii rationamentelor.

Variabilele nu au semnificatie prin ele insele.

Expresiile de forma p(z,y,z,..), care atunci cind inlocuim vari-
abilele z,y, z,.. cu constante, se transforma in propozitii bine de-
terminate, se numesc predicate unare, binare, etc, dupa cum avem
1,2, etc, variabile.

Prin cuantificatorul universal V si prin cuantificatorul existential
3 se trece de la predicatul p(x) la propozitiile (Vz)p(z), respectiv
(3)p(x)-

Propozitiile (Vz) p(x) < (3x) p(z) si (3z) p(z) < (Vz) p(x) sunt
tautologii.

Propozitiile (Vz)(Vy) p(z,y) < (Vy)(Vz) p(z,y) si (F2)(Jy) p(z,y) <
(Jy)(3z) p(z,y) sunt tautologii.

Oricare ar fi predicatul binar p(z,y) avem (3z)(Vy) p(z,y) =
(Vy)(3x) p(x,y). Implicatia reciproci este falsa.
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ELEMENTE DE TEORIA MULTIMILOR

Meritul nemuritor al lui Georg Cantor este acela de a se fi hazardat in domeniul
infinitului fird a se teme de lupta, interioard sau extern, nu numai cu
paradoxurile imaginare, cu prejudecitile larg raspandite, cu sentintele filozofilor,
dar si cu opiniile exprimate de mari matematicieni. In acest mod el a creat un
nou domeniu - teoria mul{imilor.

F. Hausdorff

Multimea ca notiune primara
Notiunea de submultimne a unei mult{imi
Egalitatea a doua multimi
Intersectia si reuniunea a doua mult{imi
Multimea vida
Multimi disjuncte
Diferenta a doua multimi
Complementara unei multimi in raport cu o altd multime
Produsul cartezian a doua multimi

Functiile manifestd din cAnd in cidnd o comportare particulard in anumite
puncte din domeniul lor de definitie, care in cazurile cele mai importante este
un interval, ele posedd acolo "singularit&ti". H. hankel se ocupase deja cu astfel
de chestiuni gi expusese principiul sdu de "condensare a singularitatilor". Astfel
de puncte singulare scot in relief, in intervalul care formeazi argumentul functiei,
anumite "varietiti" sau totalitdti care desi constituie numai o parte a punctelor
intervalului, cu toate acestea pot contine infinite de multe puncte. Se ridic& prob-
lema structurii unor astfel de varietdti sau multimi (de puncte) infinite.

Pe aceastd cale a ajuns Georg Cantor la a sa teorie a multimilor. La extinderea
teoremei de unicitate a reprezentdrilor seriilor trigonometrice in cazul c& pentru
un numdr infinit de valori seria nu este convergentd, el s-a vdzut nevoit incd din
1872 si anticipeze anumite discutii, chair dacd numai "aluzive", care "pot servi s&
pund in lumind relatii ce apar totdeauna atunci cand se dau marimi numerice in
numdr finit sau infinit". (Este vorba de concepte ca "punct de acumulare", "punct
limit&", "derivare" la multimi de puncte g. a.).
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Totusi, inainte de a ajunge la teoria multimilor a lui Cantor, avem de citat
unii precursori ai sii. Cele mai vechi consideratii care se referd la un "paradox
al infinitului" provin chiar din perioada finald a antichitatii; ele se gisesc in co-
mentariul lui Proclos asupra lui Euclid, insd nu descoperite, ci numai relatate de
el, din nefericire fird si numeascd un nume. (Fundamentele Matematicii, Oskar
Becker, Editura Stiintifici, Bucuresti, 1968, paginile 247-248).

Conceptul de multime este unul de baza in matematicd. Toate obiectele
matematice se reduc, in ultimi instantd, la acest concept. Vom considera
cd aceastd notiune este deja asimilatd din anii de liceu. Nu vom incerca
sd definim notiunea de multime sau s& prezentdm axiomele teoriei multim-
ilor. Studentul interesat poate vedea modul in care materialul pe care-1 vom
prezenta poate fi axiomatizat, consultdnd urmadtoarele lucrari: Paul Hal-
mos, Naive Set Theory, Springer- Verlag, 1974; Paul Bernays (Abraham
Fraenkel), Axiomatic set theory, North- Holland Publishing Company,
1958. Prin urmare vom prezenta aici numai cateva elemente de teoria naiva
a multimilor, teorie ale cdrei baze au fost puse de cdtre matematicianul ger-
man Georg Cantor. In timp au fost puse in evident o serie de slibiciuni
ale teoriei multimilor, agsa cum a fost ea dezvoltata de citre Cantor. Pentru
a remedia aceastd situatie, o noud teorie a multimilor a fost elaboratd de
catre Ernst Zermelo si Adolf Fraenkel si dezvoltatd de catre Kurt Godel si
Paul Cohen (pentru detalii, se poate consulta lucrarea Kurt Goédel (1906-
1975), de Ralf Schindler, Gazeta Matematicd, seria A, nr.1, 2008, paginile
72-76).

Nota istoricd. Georg Cantor (1845-1918) s-a niscut la Sank Petersburg.
A studiat la Universitatea din Berlin, cu Weierstrass, Kummer gi Kronecker,
unde devine prietenul lui Schwarz. Aici preocupdrile lui privesc teoria nu-
merelor. In 1869 primeste un post la Universitatea din Halle. Sub influenta
lui Heine, cercetirile lui Cantor se vor indrepta citre analiza matematici. In
1870 el va demonstra unicitatea reprezentdrii unei functii cu ajutorul unei
serii trigonometrice (problemd care, in prealabil, a fost studiatd, fird suc-
ces, de multi matematicieni celebri, printre care Heine, Dirichlet, Lipschitz si
Riemann). In 1872 este promovat ca profesor extraordinar la Universitatea
din Halle. In acelagi an, in decursul unei excursii in Elvetia, il va intilni pe
Dedekind, cu care va avea o prietenie solida. Tot in 1872, Cantor publicd
un articol privind seriile trigonometrice, in care defineste numerele reale in
termeni de siruri convergente de numere ra,pionale.in 1873 Cantor a ardtat ca
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multimea numerelor rationale (precum gi multimea numerelor algebrice) este
numéarabild. In 1874 publici un articol in care arat# ci multimea numerelor
reale nu este numadarabilda. Mai mult, intr-o scrisoare din anul 1877 cétre
Dedekind, aratd ci intre punctele intervalului [0, 1] si punctele din R exista
o corespondentd bijectivd. Cantor a fost surprins de aceastd descoperire,
fapt care l-a ficut sa exclame: "Desi am demonstrat acest lucru, nu-1 pot
crede". In 1878 public un articol in care apare in mod riguros notiunea
de corespondent# bijectivd. Intre 1879 si 1884 publicd o serie de sase arti-
cole in Mathematische Annalen, in care se prezintd o introducere in teoria
multimilor. Ideile sale prezentate aici au fost intAmpinate cu ostilitate de
citre multi matematicieni. In 1879, la sugestia lui Heine, este promovat la
gradul de profesor. In 1896 el ii scrie lui Hilbert, prezentandu-i paradoxurile
pe care le-a descoperit in cadrul teoriei multimilor. Moare in 1918 intr-un
azil de boli mentale.

Cantor rdméne in istoria matematicii ca fondatorul teoriei moderne a
multimilor gi ca cel care a introdus conceptul de numadr infinit (prin intro-
ducerea numerelor cardinale). Pind la el infinitul era, in matematicd, un
subiect tabu. Conform lui Gauss infinitul putea fi utilizat numai ca ”"un
fel de a spune” care nu are valoare matematicd. Ideile lui Cantor au de-
terminat reevaluarea fundamentelor tuturor ramurilor matematicii si au dat
matematicii forma moderna de astizi.

OPERATII CU MULTIMI

r € A inseamnd cd x este un element al lui A; se mai spune c& x apartine
lui A sau cd multimea A contine elementul z.
x ¢ A inseamnd ci z nu apartine lui A.

Definitie. Fie A gi B doud multimi. Spunem cd A este o submultime a
lui B dacad orice element al lui A este gi element al lui B.

In acest caz scriem A C B.

Dacda A C B, dar existd un element al lui B care nu este element al lui
A, spunem cd A este o submultime proprie a lui B gi scriem A C B.

Definitie. Doud multimi A si B se numesc egale dacd conlin aceleasi
elemente.
In acest caz scriem A = B.
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Observatie. A=B< ACB gi BCA.

Definitie. Dacd A si B sunt doud multimi, atunci intersectia lor, notatd
AN B, este multimea tuturor elementelor care apartin ambelor multims.

Definitie. Dacd A si B sunt doud multimi, atunci reuniunea lor, notatd
AU B, este multimea tuturor elementelor care apartin cel putin uneia dintre
cele doud multima.

Observatie
ANB={x|x€ Agix € B}

AUB={x|xz € A sau z € B}

Observatie. Am presupus, in mod tacit, cd intersectia i reuniunea a
doud multimi este tot o multime. Aceasta implicd, printre altele, existenta
unei multimi care nu are nici un element (deoarece, dacd A si B nu au
elemente comune, atunci intersectia lor nu are nici un element).

Definitie. Multimea care nu are nici un element se numeste multimea
vidd $i se va nota cu (.

Definitie. Doud multimi A i B care nu au elemente comune (i.e. AN
B =1) se numesc disjuncte.

Propozitie. Fie multimile A, B gi C.

Atunci avem:

i) proprietatea de idempotentd:
ANA=AUA=A.

i) proprietatea de comutativitate:

ANB=BNA

0
AUB=BUA.
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i11) proprietatea de asociativitate:

(ANB)NC =AN(BNC)

0
(AUB)UC =AU (BUC().
iv) proprietatea de distributivitate:
AN(BUC)=(ANnB)U(ANC(C)
§t
AU(BNC)=(AUB)N(AUC).
Observatie. Analog se definesc
AiNAN...NA,
0

AiUAU.LUA,.

Mai general, fiind datd o familie de multimi A;, cu j € J, putem consid-
era
UA;

JET

multimea tuturor elementelor care apartin cel putin unei muliimi A; si

N A

jeJ
multimea tuturor elementelor care apartin tuturor multimilor A;.

Definitie. Dacd A si B sunt doud multimi, atunci complementara lui B
in raport cu A este multimea tuturor elementelor lui A care nu apartin lui
B si se va nota cu A — B.

Observatie
A-B={x|x€ Agiz¢ B}.

Observatie. Uneori multimea A este subinteleasd, nefiind necesar sd fie
mentionatd explicit. In acest caz A — B se va numi complementara lui B.
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Propozitie. Pentru doud multimi A si B avem:

(ANB)N(A-=B)=10

§0
A=(ANB)U(A - B).
Propozitie (Legile lui De Morgan). Pentru trei mullimi A, B gi C
avem:
A—(BUC)=(A-B)n(A-0C)
i

A—(BNC)=(A—B)U(A- Q).

Nota istoricd. Augustus De Morgan s-a ndscut in 1806, in India (colonie
britanici in acel timp). A studiat la Trinity College Cambridge. In 1827
primeste un post la University College London. In 1833 a definit si a introdus
riguros metoda inductiei matematice. A fost primul presedinte al London
Mathematical Society (infiintatd in 1866). A murit in 1871.

Definitie. Dacd A si B sunt doud multimi, atunci produsul cartezian,
notat Ax B, al lui A cu B, este multimea tuturor perechilor ordonate (a,b),

cua €A gibe B, unde (a,b) wf {{a},{a,b}}.

Nota istoricd. René Descartes (1596-1650) creator al geometriei analitice,
ofiter al armatei franceze, matematician, a fost unul dintre cei mai de seama
filozofi ai tuturor timpurilor. S-a n#scut in Franta. A urmat colegiul din An-
jou intre 1604 si 1612, studiind aici limbile clasice, logica, filozofia gi matem-
atica (dupa cértile lui Clavius). A studiat la Universitatea din Poitiers, de
unde primeste, in 1616, o diplom& in drept. Apoi se inscrie la scoala militard
din Breda. In 1618 incepe studiul matematicii si mecanicii sub indrumarea
olandezului Isaac Beeckman. In 1619 se inroleazi in armata bavarezi. In
1628 se stabileste, dupd multe calitorii prin Europa, in Olanda. In 1637
publica tratatul ” Discours de la méthode pour bien conduire sa raison et
chercher la vérité dans les sciences”. El sustine aici cd numai matematicile
reprezintd ceva sigur, deci totul trebuie si aib# la baz# matematicile. In 1649
regina Suediei il convinge pe Descartes si viziteze tara sa. Aici isi va gasi
Descartes sfirgitul, rapus de pneumonie.
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Observatie.
(a,b)=(a,b)=a=d sib="0.

REZUMAT

Conceptul de multime este unul primar.

Fie A si B doua multimi.

Spunem cd A este o submult{ime a lui B daca orice element al
lui A este si element al lui B.

In acest caz scriem A C B.

A si B se numesc egale dacid contin aceleasi elemente.

A=B< ACBsi BC A.

Intersectia multimilor A si B, notatd ANB, este multimea tuturor
elementelor care apartin ambelor multimi, iar reuniunea lor, notata
AU B, este multimea tuturor elementelor care apartin cel putin
uneia dintre cele doua multimi.

Multimea care nu are nici un element se numeste multimea vida
si se va nota cu 0.

Dous multimi A si B care nu au elemente comune (i.e. ANB = ()
se numesc disjuncte.

Complementara lui B in raport cu A este multimea tuturor el-
ementelor lui A care nu apartin lui B si se va nota cu A — B.

Legile lui De Morgan:

A—(BUC)=(A—B)n(A—0)

! A—(BNC)=(A—B)U(A- Q).

(a,b) «f {{a},{a,b}} se numeste pereche ordonati.
Produsul cartezian al lui A cu B, notat A x B, este multimea
tuturor perechilor ordonate (a,b), cua € Asibe B.
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FUNCTIE, GRUP, INEL, CORP, SPATIU VECTORIAL, RELATII

Notiunea de functie
Compunerea a doua functii
Functii injective, surjective, bijective
Inversa unei functii
Imaginea si preimaginea unei multimi printr-o functie
Notiunile de grup, inel si corp
Notiunea de spatiu vectorial
Relatie de echivalenta
Multimea cat (sau factor) generatd de o relatie de echivalenti
Surjectia canonica generata de o relatie de echivalenta
Relatie de ordine
Multime ordonata, Multime total ordonata
Majorant, Minorant
Multime majorata, minorata, marginita
Marginea superioari si inferioara a unei multimi
Maximul si minimul unei multimi
Multime complet ordonata
Multime bine ordonata

Pe langd conceptul de limitd gi conceptul de continuitate, care se definegte
cu ajutorul celui de limitd, concepte pe care indeosebi A. L. Cauchy le pune la
baza analizei expusé sistematic, conceptul de functie, ale cdrui inceputuri dateazi
poate de la Leibniz, se dovedeste a fi un concept fundamental, dar si problem-
atic. In secolul al XVIII-lea se impusese conceptul de "functie complet arbitrars"
cu prilejul problemei coardei vibrante. La Leonhard Fuler functiile sunt date in
doud moduri: mai intai, printr-o "expresie analiticd" gi in al doilea rand, printr-o
curbd trasatd "
rice, intrebuintate poate pentru prima oara de catre Daniel Bernoulli si cercetate

cu méana liberd". Surprinzitoarea capacitate a seriilor trigonomet-
amanuntit de citre J. B. J. Fourier, de a reprezenta gi functii aparent cu totul

neregulate, a condus in sfargit la lucrarile lui P. G. Lejeune Dirichlet asupra limitei
posibilitatilor de reprezentare gi, in legdturd cu aceasta, la un concept extrem de
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general, care tocmai din aceastd cauzd nu este lipsit de dificultdti. (Fundamentele
Matematicii, Oskar Becker, Editura Stiintificd, Bucuresti, 1968, paginile 247-248).

Notiunea de functie

Pentru matematicienii de acum un secol si jumétate, cuvantul functie
insemna, in mod obisnuit, o formuld, ca de exemplu

f(z) =2*+ 3z -5,

care asocia oricirui numar real un alt numaéar real.
Faptul c& anumite formule, ca de exemplu

f(.fl?): I‘—5,

nu asociau numere reale oricarui numaér real, era binecunoscut, dar nu era
considerat ca un motiv destul de solid pentru a extinde notiunea de functie.
Intrebarea daci asocierea

W) = o]

este o "functie”, a niscut controverse la acel timp, deoarece, in definitiv,
definitia lui |z| este datd "pe buciti", anume

] = { xr, dacd x>0
Y —g, dacax <0’

Pe masurd ce matematica s-a dezvoltat, a devenit din ce in ce mai clar c&
cerinta ca o functie si fie datd printr-o formuld este foarte restrictiva si cd o
definitie mai generald este necesars.

Tatd o definitie ”provizorie” a functiei: O functie f de la o multime A la
o multime B este o lege de corespondenti care asociazi ORICARUI element
x din A un UNIC element f(z) din B.

S& observiam ci aceastd definitie are un punct slab, anume ambiguitatea
expresiei ”lege de corespondenta”.

Am dori s elimindm acest inconvenient prin definirea functiei numai in
termeni de teoria multimilor. Aceastd abordare are dezavantajul de a fi
oarecum artificiald, dar castigul in ceea ce priveste rigoarea este mult mai
important comparativ cu orice altfel de dezavantaje.
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Definitie. Fie A si B doud multimi. O functie de la A la B este tripletul
format cu aceste doud multimi i o submultime [ a lui Ax B cu proprietdtile
urmdtoare:

i) pentru orice a € A existd b € B astfel ca (a,b) € f.

i) dacd pentru a € A si b,b € B avem (a,b) € f si (a,b) € f, atunci
b="b.

Observatie. A se numeste domeniul lui f, iar B se numeste codomeniul

lui f.
Observatie. Tripletul (A, B, f) se mai noteazd f: A — B.

Observatie. Faptul cd (a,b) € f se mai noteazd f(a) =b. Se mai spune
cd b este valoarea lui f in a sau cd b este imaginea lui a prin f.

Compunerea a doua functii

Definitie. Fie f o functie cu domeniul A si codomeniul B, tar g o
functie cu domeniul B si codomeniul C, unde B C B'. Definim o noud
functie, notatd go f care are domeniul A i codomeniul C, datda de

go f={(a,c) € Ax C | exista b € B astfel ca

(a,b) € f si (b,c) € g}.

Observatie. Avem deci
gof:A—C

1
(g0 f)x) = g(f(x)),

pentru orice v € A.
Functii injective, surjective, bijective

Definitie. O functie f: A — B se numegte bijectivd dacd:

i) f este injectivd, i.e. pentru orice a,a’ € A gi b € B astfel ca (a,b) € f
si (a',b) € f avem a =d,

i
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i1) [ este surjectivd, i.e. pentru orice b € B existd a € A asitfel ca

(a,b) € f.

Observatie. f este injectivd dacd si numai dacd pentru orice a,a € A,
f(a) = f(a') = a = a dacd si numai dacd pentru orice a,a’ € A, a # a =

fa) # f(a).

Observatie. f este surjectivd daca si numai dacd pentru orice b € B
existd a € A astfel ca

f(a) =b.

Observatie. f este biyjectivd dacd si numai dacd pentru orice b € B
existd un unic a € A astfel ca

f(a) =b.

Exercitii. 1) Fie f : A — B. S# se arate ci [ este injectivd daci si
numai dacd f(XNY) = f(X)N f(Y), pentru orice X,Y C A, daci si numai
dacd f(A— X)C B — f(A), orice X C A.

2) Fie f : A — B. Si se arate cd f este surjectivd dacd si numai daci
f(A—X) D B— f(A), orice X C A.

3) Fie f: A— Bsig: B— C. S4 se arate ci:

i) dacd f si ¢ sunt injective, atunci g o f este injectiv;

ii) dacd f §i g sunt surjective, atunci g o f este surjectiva;

iii) dacd g o f este injectivd, atunci f este injectiv;

iv) dacd g o f este sujectivi, atunci g este surjectiva.

4) Si se arate cd pentru orice multime nevidd X nu existd nici o functie
surjectivd f: X - P(X)={A| AC X}

Inversa unei functii

Definitie. Fie f : A — B o functie bijectivd. Atunci inversa lui f,
notatd cu f~1, este functia cu domeniul B, codomeniul A si

ft={(b,a) € Bx Al (a,b) € f}.

Observatie. Avem f~': B — A si
fHb) =as fla) =0
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Imaginea si preimaginea unei multimi printr-o functie

Definitie. Fie f: A — B gi E C A. Atunci imaginea lui E prin functia
f este submultimea lui B datd de

f(E) ={f(z) |z € E}.

Propozitie. Fie f: A— B gi E,F C A. Atunci avem:

1)
ECF = f(E)C f(F);

2)
FIENF) C f(E)Nf(F);

3)
JIEUF) = f(E)U f(F);

4)
f(E—-F)C f(E).

Observatie. In 2), incluziunea este, in general, strictd.

Definitie. Fie f: A — B gi H C B. Atunci imaginea inversd (sau
preimaginea) lui H, prin functia f, este submultimea lui A datda de

fH)={z|z€Asgi f(z) € H}.

Observatie. Nu am cerut in definitia de mai sus ca f sd fie bijectivd.
Totusi, dacd f este bijectie, atunci f~*(H) din definitia de mai sus, este
imaginea lui H prin inversa lui f, anume prin f=1.

Propozitie. Fie f: A — B gi G,H C B. Atunci avem:

1)
GCH= 4G C f(H);

2)
fUGNH)=fHG)n f~H(H);

3)
fHGUH) = fHG)Uf(H);
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4)
fHG = H)=[74G) — [7H(H).

Notiunile de grup, inel si corp

Definitie. Un cuplu (G, *) format cu o multime nevidd G si cu o lege de
compozitie x pe G (i.e. xxy € G, pentru orice x,y € G), se numeste grup
dacd sunt verificate urmdtoarele axiome:

i)

T (yxz)=(r*y)*2,

pentru orice x,y,z € G;
it) existd e € G astfel incdt

eExr==T*xe=ux,

pentru orice © € G;
i) pentru orice x € G existd ¥ € G astfel incdt

/ /
T X =T *T = €.

Daca in plus este verificatd st axioma

i)

THY=y*,

pentru orice x,y € G,
atunci grupul se numegte comutativ (sau abelian).

Observatie. Elementul e este unic determinat si se numeste elementul
neutru al grupului G. Elementul x' este unic determinat si poartd numele
de simetricul (sau inversul sau opusul) elementului x.

Definitie. O multime nevida A, impreund cu doud legi de compozitie +
g1 - (ie. t+y€Agix-ye A, pentru orice x,y € A) se numeste inel dacd
sunt verificate urmdtoarele axiome:

i) (A,+) este grup abelian;

i1) (A,-) este monoid, i.e.

iia)
- (y-z)=(z-y)

pentru orice x,y,z € A;
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iib) exista 1 € A astfel incdt
l-z=2-1=u,

pentru orice x € A.
r-(y+z2)=z-y+w-z
i
(y+z2)- 2=y -x+2-
pentru orice x,y,z € A, i.e. inmultirea este distributivd fatd de adunare la
stdnga si la dreapta.

Observatie.

1. Elementul neutru al grupului (A, +), notat cu 0, se numeste elementul
zero al inelului, iar 1 (care este unic determinat) poartd numele de elementul
unitate al inelulu.

2. Daca este satisfdacuta i axioma:

Toy=y-r,

pentru orice x,y € A, atunci spunem cd inelul A este comutativ.
3. Spunem cd A este un inel fard divizori ai lui zero dacd pentru orice
T,y €A,
x#0 gty #0 implica x -y #0.

Un inel comutativ cu cel putin doud elemente gi care nu are divizori ai
lui zero se numeste domeniu de integritate.

Definitie. Un inel K se numeste corp dacd 0 # 1 si dacd este satisfacuta
urmdatoarea arioma:

pentru orice v € K —{0} existd v~ € K astfel incat x-a~' =27tz =1,
i.e. orice element al lui K care este diferit de O este simetrizabil in raport
cu inmultirea.

Un corp se numeste comutativ dacd inmultirea sa este comutativd.

Notiunea de spatiu vectorial

Definitie. Fie K un corp. Se numeste spatiu vectorial (peste corpul
K ) un grup abelian (V,+) pe care este datd o lege de compozitie externd cu
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domeniul K XV gi codomeniul V ((a,u) — au) care satisface, pentru orice
a,B € K s orice u,v € V urmdtoarele conditii:

1)

(o + B)u = au + Pu;

2)

a(u+v) = au + av;

3)
a(fu) = (af)u;
4)

lu = w.

Terminologie. FElementele lui V' se numesc vectori, iar elementele lui
K se numesc scalari. + poartd numele de adunarea vectorilor, iar legea de
compozitie externd se numeste inmultirea vectorilor cu scalari. Elementul
neutru al grupului (V,+) se numeste vectorul zero si se va nota cu 0, ca §i
scalarul zero. Dacd K = R, atunci se spune ca V' este spatiu vectorial real.

Observatie. Uneori spatiile vectoriale sunt numite si spatii liniare.

Definitie. Fie V un spatiu vectorial peste corpul K. Un sistem B =
{e1,ea,...,e,} de vectori se numeste bazd a lui V' daca:
1) pentru orice x € V', existd A1, Ag, ..., \, € K astfel incat

Tr = )\161 + )\262 + ...+ )\nen;
2) pentru A1, Aay ..., Ay € K

Aer+des+ .o+ e, =0= X=X =...=),=0.

Relatii

Definitie. Se numeste relatie pe o multime nevida X, orice submultime
nevidd p a lur X x X.
Daca (z,y) € p, vom scrie xpy.

Definitie. O relatie p pe o multime nevidd X se numeste:

- reflexivd dacd xpx, pentru orice x € X ;
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- simetricd dacd xpy = ypx, pentru orice x,y € X;
- antisimetricd dacd xpy st ypr = xr =y, pentru orice r,y € X;
- tranzitivd daca xpy $1 ypz = xpz, pentru orice x,y,z € X.

Definitie. O relatie p pe o multime nevida X se numeste relatie de
echivalentd dacd este reflexivd, simetricd si tranzitivd.

Observatie. De multe ori relatia de echivalentd p se noteazd prin ~.
Astfel xpy se scrie sub forma v ~ y.

Definitie. Fie ~ o relatie de echivalentd pe X si x € X. Multimea

z= {y € X | z ~y} se numeste clasa de echivalentd a lui x.

Observatie.. Fie ~ o relatie de echivalentd pe X si x,y € X. Atunci
r=y sau Ny =0.

Definitie. Fie ~ o relatie de echivalentd pe X. Multimea {:c | x € X},
notatd X/ ~, se numeste multimea cat (sau factor) a lui X generatd de ~.

Definitie. Fie ~ o relatie de echivalentd pe X. Functia p: X — X/ ~,

datd de p(x) = x, pentru orice x € X, se numegte surjectia canonicd generatd
de ~.

Definitie. O relatie p pe o multime nevidd X se numeste relatie de
ordine dacd este reflexivd, antisimetrica i tranzitivd.

Observatie. De multe ori relatia de ordine p se noteazd prin <. Astfel
xpy se scrie sub forma v < y.

Definitie. Un cuplu (X, <) unde X este o multime nevidd, iar < este o
relatie de ordine pe X se numeste multime ordonatd.

Definitie. Multimea ordonata (X, <) se numeste total ordonatd dacd
pentru orice x,y € X avem v <y sau y < z (i.e. orice doud elemente sunt
comparabile).

Definitie. Fie (X, <) o multime ordonatd, A o submultime nevidd a lui
X gi m € X. Atunci m se numeste majorant (minorant) al lui A dacd
pentru orice a € A, avem a < m (respectiv a > m).

26



Observatie. Dacd m este majorant al lui A st m € A, atunci m este
unic gi se numegte mazximul lui A (si se noteazd cu max(A)) sau ultim el-
ement al lui A sau cel mai mare element al lui A. Dacd m este minorant
al lui A gi m € A, atunci m este unic gi se numesgte minimul lui A (si se
noteazd cu min(A)) sau prim element al lui A sau cel mai mic element al lui

A.

Definitie. Fie (X, <) o multime ordonatd, A o submulfime nevidd a
lui X. Daca exista un majorant m € X al lui A, atunci spunem ca A
este majoratd (marginitd superior). Dacd existd un minorant m € X al lui
A, atunci spunem cd A este minorata (mdrginitd inferior). Dacd A este
mdrginitd inferior i superior, atunci A se numeste mdrginitd.

Definitie. Fie (X,<) o multime ordonatd si A o submultime nevidd
magoratd a lui X. Se spune ca A are margine superioard dacd existd cel mai
mic majorant (i.e. multimea majorantilor lui A are minim, sau, altfel spus,
multimea majorantilor lui A are un cel mai mic element, adicd, echivalent,
multimea majorantilor lui A are un prim element). In acest caz notam cu
sup A cel mai mic majorant al lut A. sup A se numeste marginea superioard
a lui A sau supremum de A.

Fie (X, <) o multime ordonatd gi A o submultime nevidd minoratd a lui
X.

Se spune cd A are margine inferioard dacd existd cel mai mare mino-
rant (i.e. multimea minorantilor lui A are maxim, sau, altfel spus multimea
minorantilor lut A are un cel mai mare element, sau, echivalent, multimea
minorantilor lui A are un ultim element). In acest caz notdm cu inf A cel
mai mare minorant al lui A. inf A se numeste marginea inferioard a lui A,
sau infimum de A.

Observatie. Fie (X,<) o multime ordonatd, A o submultime nevidd
magjoratd a lui X. Dacd existd max A, atunci existd st sup A gi sup A =
max A.

Fie (X, <) o multime ordonata, A o submullime nevidd minoratd a lui
X. Daca existd min A, atunci exvistd gi inf A gi inf A = min A.

Definitie. O relatie de ordine < pe multimea nevidd X se numeste
completd daca pentru orice submultime nevidd majoratd A a lui X existd
sup A. Se spune in acest caz cd multimea ordonatd (X, <) este complet
ordonatd.
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Definitie. O multime ordonatd se numeste bine ordonatd dacd orice
submultime nevidd a sa are prim element (sau spus altfel, minim, sau, incd,
cel mai mic element).

Observatie. Toate notiunile de mai sus isi vor gdsi exemplificarea in
capitolul consacrat multimilor N, Z, Q si R.

Exercitii. 1. Fie A o multime si (4;);c; o partitie a lui A (i.e. ‘UIAi =A
e

si A; N A; = @, pentru orice ¢ # j). S& se arate cd  ~ y dacd si numai
dacd existd ¢ € I astfel incat z,y € A; defineste o relatie de echivalenta pe A,
pentru care clasele de echivalentd coincid cu elementele partitiei considerate.

2. Fie X o multime nevidd. Pe P(X) = {A| A C X} se consideri relatia
datd de ApB dacd si numai dacda A C B. S& se arate ci p este o relatie de
ordine care nu este totald dacd X are cel putin doud elemente.

REZUMAT

Fie A si B doua multimi. O functie de la A la B este tripletul
format cu aceste doud multimi si o submultime f a lui A x B cu
proprietitile urmétoare: i) pentru orice a € A existd b € B astfel ca
(a,b) € f; ii) dacd pentrua € Asib,b € B avem (a,b) € fsi (a,b) € f,
atunci b = b'. Faptul cd (a,b) € f se mai noteazd f(a) = b.

Fie f o functie cu domeniul A si codomeniul B iar ¢ o functie
cu domeniul B’ si codomeniul C, unde B C B'. Definim o nous
functie, notata g o f care are domeniul A si codomeniul C, dati de
go f={(a,c) € AxC |existd b € B astfel ca (a,b) € f si (b,c) € g}.

O functie f : A — B se numeste bijectiva daca:

i) f este injectivi, i.e. pentru orice a,a € A si b € B astfel ca
(a,b) € fsi(a,b) € f avem a = a, si ii) f este surjectivi, i.e. pentru
orice b € B existd a € A astfel ca (a,b) € f.

Fie f : A — B o functie bijectiva. Atunci inversa lui f, notata
cu !, este functia cu domeniul B, codomeniul A si f~! = {(b,a) €
B x Al (a,b) € f}.

Fie f: A — B si E C A. Atunci imaginea lui F prin functia f
este submultimea lui B datd de f(F) = {f(z) | z € E}.

Fie f: A — B si H C B. Atunci imaginea inversi (sau preimag-
inea) lui H, prin functia f, este submultimea lui A datd de f~!(H) =
{r|zeAsi f(x) e H}.
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Un cuplu (G, x) format cu o multime nevidad G si cu o lege de
compozitie * pe G (i.e. z*y € G, pentru orice =,y € G), se numeste
grup dacd sunt verificate urméitoarele axiome: i) rx*(y*z) = (zxy)*z,
pentru orice z,y,z € Gj; ii) existd e € G astfel incat exz =z xe = x,
pentru orice z € G iii) pentru orice z € G existd z' € G astfel incat
rxr=x%xr =e.

Daca in plus este verificata si axioma: x xy = y * z, pentru orice
x,y € GG, atunci grupul se numeste comutativ (sau abelian).

O multime nevida A, impreuna cu doui legi de compozitie + si -
(i.e. z+y € Asixz-y € A, pentru orice z,y € A) se numeste inel daca
sunt verificate urmatoarele axiome: i) (A, +) este grup abelian; iia)
x-(y-z)=(x-y)- 2z, pentru orice z,y,z € A; iib) existd 1 € A astfel
incat 1-z =z -1 =z, pentru orice x € A;iii) - (y+2) =z -y+x-2zsi
(y+2)-x=y-x+ z-x, pentru orice z,y,z € A.

Elementul neutru al grupului (A4, +), notat cu 0, se numeste el-
ementul zero al inelului, iar 1 poartd numele de elementul unitate
al inelului.

Daca este satisfacuta si axioma: z-y = y-x, pentru orice x,y € A,
atunci spunem ci inelul A este comutativ.

Spunem cd A este un inel fira divizori ai lui zero daci pentru
orice r,y € A, v # 0 si y # 0 implica z - y # 0.

Un inel comutativ cu cel putin doud elemente si care nu are
divizori ai lui zero se numeste domeniu de integritate.

Un inel K se numeste corp daca 0 # 1 si dacid este satisfiacuta
urméitoarea axiomi: pentru orice z € K — {0} existd ! € K astfel
incat v -z '=a2"1 2 =1.

Un corp se numeste comutativ daca inmultirea sa este comuta-
tiva.

Fie K un corp. Se numeste spatiu vectorial (peste corpul K) un
grup abelian (V,+) pe care este datd o lege de compozitie externid
cu domeniul K x V i codomeniul V' ((o,u) — au) care satisface,
pentru orice o, € K si orice u,v € V urmétoarele conditii: 1)
(a+B)u = au+ fu; 2) a(u+v) = au+av; 3) afu) = (af)u; 4) 1u = u.

Fie V un spatiu vectorial peste corpul K. Un sistem B =
{e1, €9, ..., €, } de vectori se numeste bazi a lui V' dacd: 1) pentru orice
r €V, existd A\, Ay, ..., \, € K astfel incat x = \je; + Ages + ... + \ens
2) pentru Aj, Ao, ..., A, € K, Ajer +Xeea+ ..+ e, =0= N = = .. =
A = 0.
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Se numeste relatie pe o multime nevida X, orice submultime
nevida p a lui X x X. Daca (z,y) € p, vom scrie xpy.

O relatie p pe o multime nevida X se numeste:
reflexivi daca xpzx, pentru orice x € X;
simetrica daca zpy = ypr, pentru orice =,y € X;
antisimetrica daca xpy si ypr = r =y, pentru orice x,y € X;
tranzitiva daca zpy si ypz = xpz, pentru orice z,y,z € X.

O relatie p pe o multime nevida X se numeste relatie de echivalenta
daca este reflexiva, simetrica si tranzitivid. De multe ori relatia de
echivalentid p se noteazi prin ~. Astfel zpy se scrie sub forma
xr ~ y. Fie ~ o relatie de echivalenta pe X si v+ € X. Multimea

x = {y € X | x ~ y} se numeste clasa de echivalenti a lui z.

Multimea {x | © € X}, notatd X/ ~, se numeste multimea cat
(sau factor) a lui X generati de ~. Functia p: X — X/ ~, data

de p(x) = z, pentru orice x € X, se numeste surjectia canonici
generata de ~.

O relatie p pe o multime nevida X se numeste relatie de ordine
daca este reflexiva, antisimetrica si tranzitiva. De multe ori relatia
de ordine p se noteazi prin <. Astfel rpy se scrie sub forma = < y.
Un cuplu (X, <), unde X este o multime nevidd, iar < este o relatie
de ordine pe X se numeste multime ordonata.

Multimea ordonata (X, <) se numeste total ordonatd daci pen-
tru orice z,y € X avem z < y sau y < z (i.e. orice doud elemente
sunt comparabile).

Fie (X, <) o multime ordonats, A o submultime nevida a lui X
si m € X. Atunci m se numeste majorant (minorant) al lui A daca
pentru orice a € A, avem a < m (respectiv a > m).

Daca m este majorant al lui A si m € A, atunci m este unic si se
numeste maximul lui A (si se noteazi cu max(A)) sau ultim element
al lui A sau cel mai mare element al lui A. Dacad m este minorant
al lui A si m € A, atunci m este unic si se numeste minimul lui A
(si se noteazd cu min(A)) sau prim element al lui A sau cel mai mic
element al lui A.

Fie (X, <) o multime ordonati, A o submultime nevidd a lui X.
Daci existd un majorant m € X al lui A, atunci spunem ca A este
majoratd (marginitd superior). Daci existi un minorant m € X
al lui A, atunci spunem ci A este minoratd (mirginitd inferior).
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Dacia A este marginitd inferior si superior, atunci A se numeste
marginita.

Fie (X, <) o multime ordonatd si A o submultime nevidi majo-
ratd a lui X. Se spune ci A are margine superioard daca exista
cel mai mic majorant (i.e. multimea majorantilor lui A are minim,
sau, altfel spus, multimea majorantilor lui A are un cel mai mic el-
ement, adica, echivalent, multimea majorantilor lui A are un prim
element). In acest caz notdm cu sup A cel mai mic majorant al lui
A. sup A se numeste marginea superioari a lui A sau supremum de
A.

Fie (X, <) o multime ordonati si A o submultime nevidi mino-
rata a lui X.

Se spune ca A are margine inferioara daca exista cel mai mare
minorant (i.e. multimea minorantilor lui A are maxim, sau, altfel
spus multimea minorantilor lui A are un cel mai mare element, sau,
echivalent, multimea minorantilor lui A are un ultim element). In
acest caz notadm cu inf A cel mai mare minorant al lui A. inf A se
numeste marginea inferioarad a lui A, sau infimum de A.

O relatie de ordine < pe multimea nevida X se numeste com-
pletd daca pentru orice submultime nevidd majorata A a lui X
existd sup A. Se spune in acest caz ci multimea ordonatd (X, <)
este complet ordonata.

O multime ordonatd se numeste bine ordonati daca orice sub-
multime nevidd a sa are prim element (sau spus altfel, minim, sau,
inci, cel mai mic element).
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STRUCTURI FUNDAMENTALLE
ALE ANHLIZEI MATEMATICE

"... intre numere existd o astfel de perfectiune gi armonie incat trebuie s&

meditdm zile i nopti la admirabila lor inchegare."
Simon Stévin
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MULTIMEA NUMERELOR NATURALE N

MULTIMI FINITE SI INFINITE

Axiomele lui Peano
Adunarea, inmultirea si relatia de ordine pe N
N este bine ordonata
Multimi finite si infinite
Multimi numarabile si nenumarabile
Multimi cel mult numarabile

"Dumnezeu a creat numerele naturale, restul este opera omului"
Leonard Kronecker

Create de intelectul uman pentru a numéra obiectele din diferite colectii, nu-
merele nu se referd la caracteristicile individuale ale obiectelor numé&rate. Astfel,
numdrul 6 este o abstractie a tuturor colectiilor reale formate din 6 obiecte; el
nu depinde de nici o proprietate specificd a acestor obiecte sau de simbolurile
folosite. Caracterul abstract al ideii de numé&r devine clar numai la un stadiu rela-
tiv avansat al dezvoltarii intelectuale. Pentru copii, numerele raméanin totdeauna
legate de obiecte palpabile, ca de pilda degete sau pietricele; in limbile diferitelor
triburi, numerele au incid un sens numeric concret, folosindu-se cuvinte diferite
pentru numaérarea obiectelor de diferite tipuri.

Ce este matematica?, de R. Courant si H. Robbins, Editura
Stiintificd, Bucuresti, 1969, pagina 17

Pornind de la proprietatile elementare ale numerelor naturale care ne sunt
cunoscute din experienta cotidiand, vom prezenta o axiomatizare a acestora
care sintetizeaza o experientd milenara.

Axiomele lui Peano

Se considera ca notiuni primare multimea N si o lege care asociaza oricarui
! . .
element n € N un alt element n € N numit succesorul lui n.
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Tatd axiomele lui Peano:

AP1. Orice n € N are un unic succesor (deci s : N — N datd de s(n) =
n' este functie).

AP2. FEuxistd un element din N, desemnat prin 1, care are proprietatea
cdn' #1, pentru orice n € N (deci 1 ¢ s(N)).

AP3. Pentru orice m,n € N, m # n, avem m' # n' (deci s este
injectiva).

AP4. Dacd SCN,1€ S si (n€S=n €59), atunci S =N.

Din motive evidente, ultima axioma poartd numele de axioma inductiei
matematice.

Consecinte imediate
o . ’ ’ .
1. Daca m,n € N gt m =n, atunci m = n.
. I
2. Pentru orice n € Nyn #n .

3. Pentru orice n € N — {1}, existd p € N, astfel incit p = n (i.e. orice
numdr natural diferit de 1 are un predecesor).

Observatie. Dacd P este o proprietate a unui element oarecare a lur N,
care este adevdratd pentru 1 §i care presupusd adevdratd pentru n € N este
adevdratd si pentru n', atunci P este adevdratd pentru orice n € N. Astfel
putem vorbi despre demonstratie si definitie prin inductie matematicd.

Adunarea pe N

Fiecarui cuplu (m,n) de numere naturale i se asociazd numdarul natural
desemnat prin m + n definit prin inductie matematicd dupd n astfel:

m+1:m'

§t

m+n = (m+n)

Proprietati

1.
m+(n+p) = (m+n)+p,
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pentru orice m,n,p € N, i.e. adunarea pe N este asociativd.

2.
m-+n=mn-+m,

pentru orice m,n € N, i.e. adunarea pe N este comutativd.

3.

m+p=n+p=m=n,

pentru orice m,n,p € N.

4.

n+p#n,

pentru orice n,p € N.
Inmultirea pe N

Fiecarui cuplu (m,n) de numere naturale i se asociazd numdarul natural
desemnat prin m - n definit prin inductie matematicd dupd n astfel:

m-1=m

§t
i
m-n =mn-+m.

Proprietati
1.
m-n=mn-m,
pentru orice m,n € N, i.e. inmultirea pe N este comutativd.
2.
m-(n+p)=m-n+m-p,

pentru orice m,n,p € N, w.e. inmultirea pe N este distributiva fata de
adunarea pe N.

3.
m-(n-p)=(m-n)-p,
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pentru orice m,n,p € N, i.e. inmultirea pe N este asociativd.
4.
m-p=n-p=m=mn,

pentru orice m,n,p € N.
Relatia de ordine pe N

Teorema. Daca m,n € N avem una §t numai una dintre urmdtoarele
situatii:

a) m=mn

b) exista p € N astfel incit m =n+p

c) existd q € N astfel incat n = m + q.

Definitie. Spunem ca m € N este mai mic decit n € N, fapt care va fi
notat prin
m < n,

daca existd p € N astfel incdt

n=m-++p.

Observatie. Pe N putem introduce relatia < datd de echivalenta
n<m&n<msaun=m.

Conform teoremei de mai sus, N, cu aceastd relatie, devine o multime
total ordonata.

Proprietati.

1.
m<n=m-+p<n+p

1
m<n=mp<np,

pentru orice m,n,p € N.

2.
m<n=m+1<n,
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pentru orice m,n € N.

3.
1 <n,

pentru orice n € N, i.e. 1 este prim element al lut N.

Teorema. Pentru orice submultime nevida S a lui N, existd a € S astfel
incdt a < z, pentru orice x € S (i.e. orice submullime nevidd a lui N are
un prim element, ceea ce inseamnd cd N este bine ordonatd).

Demonstratie. Dacd 1 € S, atunci demonstratia este incheiata.
Daca 1 ¢ 9, fie

B ={n € N|n < z pentru orice x € S}.

Evident 1 € B.

Existd p € B astfel incat p+ 1 ¢ B cici altfel, conform cu AP 4, B =N,
de unde, alegand = € S (S este nevidd), rezultd contradictia = < x.

Cum p+1 ¢ B, existd a € S astfel incat

a<p+1. (1)
Deoarece p € B, deducem cé p < x, pentru orice x € .S, deci
p+1<u, (*)

pentru orice x € S.
In particular, avem
p+1<a. (2)

Din (1) si (2), deducem c& a = p + 1, deci, conform cu (x),
a<uwx,

pentru orice x € S.
Cum a € S, demonstratia este incheiata.

Remarca. Alegerea propozitiilor investite cu statul de axiomd nu este
unicd. Spre exemplu se poate alege un sistem de axiome in care axioma in-
ductiet sd fie propozitie, dar in care Teorema de mai sus sd fie axiomd. Faptul
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capital care trebuie retinut este cd nu putem evita existenta unor propozitii
cu statul de axiomd.

e / jo3 / jo
Remarca. 1 se noteazd cu 2, 2 se noteazd cu 3, etc.

Nota istorica. Giuseppe Peano (1858-1932) a studiat la Universitatea
din Torino, universitate la care va preda incepand cu 1880. A fost de aseme-
nea profesor al Academiei Militare din Torino. A publicat (in latind) in 1889
celebrele axiome care-i poartd numele. In 1890 a prezentat celebrul exemplu
de curba care umple un pétrat (adicd a prezentat un exemplu de functie con-
tinud si surjectivi din [0, 1] in p#tratul unitate). In 1891 fondeaz# "Revista
di matematica".

Multimi finite si infinite

Definitie. Un segment initial, determinat de k € N, al lui N este o
submultime a lui N de forma {1,2,...,k}.

Definitie. O multime A se numeste finitd dacd este vidd sau dacd existd
o bijectie intre ea st un segment initial al lui N.
In caz contrar multimea se numeste infinitd.

Multimi numarabile si nenumarabile; Multimi cel mult numara-
bile

Definitie. O multime A se numeste numdrabild dacd existd o bijectie
intre ea g1 N.

Definitie. O multime A se numegte cel mult numdrabild dacd este finitd
sau numarabild.

Propozitie. Orice submultime a unei multimi finite este finitd. Orice
submultime a unet multimi numdrabile este cel mult numdarabild.

Teorema. Reuniunea unei familii finite de multimi finite este finitd.
Reuniunea unei familii cel mult numarabile de multimi cel mult numdrabile
este cel mult numdrabild.

Observatie. Vom admite, cu statutul de axioma, urmatoarea afirmatie:
Orice multime infinitd contine o submultime numdrabild.
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Exercitii. 1) S4 se arate cd dacd A gi B sunt multimi numdarabile, atunci
A X B este numarabila.

2) Fie A o multime finitd i f : A — A. S& se arate cd [ este injectivid
dacd si numai dacd f este surjectiva daca si numai dacd f este bijectiva.

REZUMAT

Se considera ca notiuni primare multimea N si o lege care aso-
ciazi oricirui element n € N un alt element ' € N numit succesorul
lui n.

Iata axiomele lui Peano:

AP1. Orice n € N are un unic succesor (deci s : N — N data de
s(n) =n’ este functie).

AP2. Existd un element din N, desemnat prin 1, care are pro-
prietatea ci n' # 1, pentru orice n € N (deci 1 ¢ s(N)).

AP3. Pentru orice m,n € N, m # n, avem m' # n (deci s este
injectiva).

AP4. Daci SCN, 1€ Ssi(neS=n"€89),atunci S = N.

Fiecirui cuplu (m,n) de numere naturale i se asociazi numarul
natural desemnat prin m + n definit prin inductie dupa n astfel:
m+1=m'sim+n =(m+n).

Fiecarui cuplu (m,n) de numere naturale i se asociazi numarul
natural desemnat prin m - n definit prin inductie dupa n astfel:
m-1=msim-n =mn+m.

Spunem cd m € N este mai mic decat n € N, fapt care va fi notat
prin m < n, daca exista p € N astfel incat n = m + p. Pe N putem
introduce relatia < data de echivalenta n < m < n < m sau n = m.
N cu aceasta relatie devine o multime total ordonata.

Pentru orice submultime nevida S a lui N exista a € S astfel
incat a < z, pentru orice x € S (i.e. orice submultime nevidi a lui
N are un prim element, ceea ce inseamni ci N este bine ordonatd).

Un segment initial, determinat de £ € N, al lui N este o sub-
multime a lui N de forma {1,2,....k}. O multime A se numeste
finita daca este vida sau daca exista o bijectie intre ea si un seg-
ment initial al lui N. In caz contrar multimea se numeste infinit3.

O multime A se numeste numarabild daca existd o bijectie intre
ea si N si cel mult numarabild daca este finitd sau numarabila.
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Reuniunea unei familii finite de multimi finite este finita. Reuni-
unea unei familii cel mult numarabile de multimi cel mult numara-
bile este cel mult numarabila.

Orice multime infinitd contine o submultime numarabila.

Bibliografie

1. Michael Artin, Algebra, Prentice Hall, Englewood Cliffs, New Jersey,
1991.

2. Wilfred Barnes, Introduction to abstract algebra, D. C. Heath
and Company, Lexinton, Massachusetts Toronto London, cota la biblioteca
Facultitii de Matematicd si Informatica, Universitatea din Bucuresti 1T 25847

3. H. Behnke, F. Bachmann, K. Fladt, W. Siiss, Fundamentals of
Mathematics, The MIT Press, Cambridge, Massachusetts, and London,
England, cota la biblioteca Facultatii de Matematica si Informatica, Univer-
sitatea din Bucuresti 1T 36662

4. I. Creanga, C. Cazacu, Gh. Opait, P. Minut, C. Reischer, Introduc-
ere in teoria numerelor, Editura Didactica si Pedagogica, Bucuregti, 1965,
cota la biblioteca Facultatii de Matematica si Informatica, Universitatea din
Bucuresti 1I 11340

5. Edmund Landau, Foundations of Analysis, Chelsea Publishing
Company, New York,1960 - cota la biblioteca Facultitii de Matematica si
Informatica, Universitatea din Bucuresti 1T 29636

6. Constantin Meghea, Bazele analizei matematice, Editura Stiintificd
si Enciclopedicd, Bucuresti, 1977 - cota la biblioteca Facultatii de Matematica
si Informaticd, Universitatea din Bucuregti 11 24668

41



MULTIMEA NUMERELOR INTREGI Z

7Z ca o multime factor a lui N x N
generata de o anumita relatie de echivalenta
Adunarea si inmultirea pe Z
Relatia de ordine in Z
Scufundarea lui N in Z

In scopul modelirii situatiilor in care ne vedem nevoiti si lucrim cu tem-
peraturi inferioare celei la care ingheata apa, cu altitudini situate sub nivelu-
lui mérii sau cu evenimente anterioare nasterii lui Christos, se introduce o
noud multime de numere, numitd multimea numerelor intregi, multime care
poseda o "copie" a multimii numerelor naturale.

Constructia lui Z

Faptul ci o ecuatie precum z + 3 = 2 nu are solutii in N (fapt care se
constatd imediat scriind ecuatia sub forma 2 4+ = + 1 = 2) ne determina si
incercdm "largirea" multimii N astfel incat sa putem rezolva ecuatia de mai
sus in multimea largitd. Cu alte cuvinte, vom introduce noi numere privite
ca solutii ale unei ecuatii de tipul z +n = m. Vom obtine astfel multimea
numerelor intregi, notatd cu Z.

Tatd cum se face acest lucru:

Definitie. Pe multimea N X N definim urmdtoarea relatie binara:
(m,n)=(m',n)em+n =n+m.

Observatie. Definitia relatiei binare de mai sus, care se dovedeste a

fi o relatie de echivalentd, este naturald deoarece "ecuatitle v +n = m i
’ / . . o . . o ’ /
r+n =m au aceeasi solutie daca st numai dacd m+n =n+m "

Definitie. Definim pe N x N doud operatii, anume:
- 0 adunare prin

(m,n)+(m',n)=(m+m ,n+n)
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- o tnmultire prin

(m,n) - (m,n') = (mm +nn',mn +nm).

Observatie. Definitiile adundrii si inmultirii de mai sus sunt naturale
dacd gandim pe (m,n) ca "solutie a ecuatiei x+n = m" deoarece un "calcul”
simplu aratd cd din t4+n=m si y+n =m rezultd t+y+n+n =m+m’
si xy +mn +nm =mm +nn'.

Aceste operatii pe N X N sunt asociative i comutative, tar inmultirea este
distributivd fatd de adunare.

Definitie. Definim pe N x N/ = doud operatii, anume:
- 0 adunare prin

(m,n)+ (m',n) = (m+m ,n+n),

1.e.
(man) + (m,an/) = (m>n) + (m/an/)
- o tnmultire prin
(m,n) - (m,n) = (mm +nn',mn +nm),
1.€.

(m,n) - (ml,nl) = (m,n)- (m',n,).

Observatie. Definitiile adundrii i inmultirii pe N x N/ = sunt corecte,
adicd nu depind de reprezentantii alest.

Definitie. Multimea N x N/ = inzestratd cu adunarea gi inmultirea se
desemneazda prin Z, tar elementele sale se numesc numere intregi.

Observatie. Asadar un numdr intreg este o clasd de echivalentd.
Despre adunarea si inmultirea pe Z

Se constatd cu usurintd cd adunarea in Z este asociativd §i comutativd.
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(1,1) "2 0 este element neutru la adunare, i.e.

a+0=04+a=aq,
pentru orice o € 7.
Pentru o € Z cu reprezentantul (m,n) definim —a = (n,m); atunci
a+(—a)=(—a)+a=0,

pentru orice o € 7, deci —a este opusul lui o relativ la adunarea in Z.
Prin wrmare (Z,+) este grup abelian.
Se constatd cu usurintd cd inmultirea in Z este asociativa, comutativd §i
distributivd fatd de adunarea in Z.

(2,1) "2 1 este element neutru la tnmultire, i.e.
a-1=1-a=aq,
pentru orice o € Z.

Proprietati.
1.

pentru orice o € 7.
2.

pentru orice o, 5 € Z.
3.

(—a)(=B) = ap,

pentru orice o, 5 € Z.

4.

af=0=a=0 sau =0,

pentru orice o, 5 € Z.

5.

a-y=0-v57#0=a=4,

pentru orice o, 3,y € Z.

6.

aty=pF+y=a=p

pentru orice o, 3,y € Z.
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Observatie
1. (Z,+,-) este domeniu de integritate.

2. In Z, ecuatia consideratd la inceputul acester sectiuni, anume x+3 = 2
are solutia —1.

Relatia de ordine pe Z

Sa observam ca elementele lur 7. diferite de 0 sunt multimile de forma
{(n+mr,n)|neN}sau {(n,n+s)|neN}, unde r,s € N.

Definitie. Spunem cd a = (u,v) € Z este pozitiv dacd u > v, adicd dacd
existd r € N astfel incit « = {(n+r,n) | n € N}.

Spunem cd o = (u,v) € Z este negativ dacd u < v, adicd dacd exista
s € N astfel incit o = {(n,n + s) | n € N}.

Observatie.
1. Orice numar intreg este fie 0, fie pozitiv, fie negativ.
2. Suma si produsul a doud numere intregi pozitive sunt pozitive.

Definitie. Spunem cd numdrul intreg o este mai mic decdat numdrul
intreg B gi notam aceastd situatie prin o < 3 dacd existd un numdrul intreg
pozitiv v astfel incit o + v = .

Observatie. Relatia binard pe Z datd de o < < a < [ sau o = [3,
este o relatie de ordine totald.

Proprietati. Pentru orice o, 8,y € Z, avem:
1. a > 0 dacd si numat dacd « este pozitiv
2. a <0 dacd st numai dacd o este negativ
3. a < (B dacd si numai dacd o+ < 3+~
4 a<fsgvy>0=>a-vy<f-vy

5. a<fsivy<0=>a-v>pF 7.
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Scufundarea lui N in Z

Sa observam ca aplicatia f: N — Z data de

flp)=(1 +Ap, 1),

pentru orice p € N, are proprietatile:
flo+a) =rfp)+ f(q)

f(pq) = f(p)f(q)

p<q= f(p) < flq),

pentru orice p,q € N.

Prin urmare f este injectivd si ca atare putem identifica p € N cu f(p) €
Z, deci f este o scufundare a lui N in Z.

Propozitie. Z este numdarabild.
Demonstratie. Totul decurge din egalitatea

Z ={—-n|ne N} U{0} UN.

Exercitiu. Si se arate ca functia f : Z — N datd de

2z, daca z > 0
J(z) =1 —1—2z, daciz<0’
este bijectiva.
REZUMAT

Pe multimea N x N definim urméitoarea relatie binara: (m,n) =
(m',n)em+n =n+m.

Definim pe N x N doud operatii, anume: o adunare prin (m,n)
(m',n") = (m+m',n+n’) si o tnmultire prin (m,n) - (m',n’) = (mm'’
nn',mn’ +nm').
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Definim pe N x N/ = doui operatii, anume: o adunare prin

(m,n) + (m',n') = (m,n) + (m',n) si o inmultire prin (m,n) - (m',n’) =

! !/
(m,n) - (m,n).
Multimea N x N/ = inzestrati cu adunarea si inmultirea se de-
semneazi prin Z, iar elementele sale se numesc numere intregi.

Spunem cad a = (u,v) € Z este pozitiv daci u > v, adicid daca
existd r € N astfel incat a = {(n +r,n) | n € N}.

Spunem ci a = (u,v) € Z este negativ dacid u < v, adicid daca
existd s € N astfel incat o« = {(n,n+ s) | n € N}.

Spunem ca numarul intreg o este mai mic decat numarul intreg
[ si notam aceasta situatie prin a < § daca exista un numarul intreg
pozitiv 7 astfel incat a + v = .

Relatia binara pe Z datd de o < & a < [ sau a = 3, este o
relatie de ordine totala.

Aplicatia f : N — Z data de

) = (1+p.1),

pentru orice p € N este injectiva si ca atare putem identifica p € N
cu f(p) € Z, deci f este o scufundare a lui N in Z.
7, este numarabila.
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MULTIMEA NUMERELOR RATIONALE Q

Q ca o multime factor a lui Z x Z*
generata de o anumita relatie de echivalenta
Adunarea si inmultirea pe Q
(Q,+, ) este corp comutativ
Relatia de ordine pe Q
Scufundarea lui Z in Q
Relatia de ordine pe Q nu este completa
Q este numarabila

Intregii au ap#rut ca abstractii in procesul numérdrii unor colectii finite de
obiecte. Insi in viata de toate zilele trebuie nu numai s numirim obiecte individ-
uale, dar sd gi misurdm cantititi, ca de pildd lungimea, aria, greutatea si timpul.
Daca vrem sd operam cu usurintd cu rezultatele misuritorilor acestor cantitéti,
care admit subdiviziri oricat de fine, este necesar si extindem limitele aritmeticii
dincolo de intregi. (Ce este matematica?, de R. Courant si H. Robbins, Editura
Stiintifici, Bucuresti, 1969, pagina 68).

Constructia lui

Faptul cd o ecuatie precum z - 2 = 3 nu are solutii in Z ne determina s
incercdm "largirea" multimii Z astfel incat sa putem rezolva ecuatia de mai
sus in multimea largitd. Cu alte cuvinte, vom introduce noi numere privite
ca solutii ale unei ecuatii de tipul = - n = m. Vom obtine astfel multimea
numerelor rationale, notata cu Q.

Tata cum se face acest lucru:

Fie Z* = Z — {0}.

Definitie. Pe multimea Z x Z* definim urmdtoarea relatie binard:
p)=w.d)ep-d=q7p,

Observatie. Definitia relatiei binare de mai sus, care se dovedeste a fi o

relatie de echivalentd, este naturald deoarece "ecuatiile z-q=p si x-q =p
au aceeasi solutie dacd si numai dacd p-q¢ =q-p "
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In conformitate cu traditia vom nota perechea (p,q) € Z X Z* cu §.
Deci % = ZL, dacd sinumai p-q =q-p.

Definitie. Definim pe 7 x Z* doud operatii, anume:
- 0 adunare prin

P P _pitPa
qa 4 qq
- o tnmultire prin
b i w
q d q9

Observatie. Definitiile adundrii si inmultirii de mai sus sunt naturale
dacd gdndim pe g ca "solutie a ecuatiei x - q = p" deoarece un "calcul”
simplu aratd cd din v-q=p siy-q =p reultd (x+y)- q¢ =pq +pqsi
xy-qq =pp.

Aceste operatii pe 7. x Z* sunt asociative gi comutative, iar inmultirea este
distributivd fatd de adunare.

Definitie. Definim pe Z x 7/ = doud operatii, anume:
- 0 adunare prin

PP _pd+py
q q qq
1.€e.
Lyl =248
¢ 4¢ q q
- o tnmultire prin
Py _m
¢ ¢ qq’
1.€e.
pp_pp
g 4 q q

Observatie. Definitiile adundarii gi inmultirii pe Z X Z*/ = sunt corecte,
adicd nu depind de reprezentantii alest.
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Definitie. Multimea Z x 7*]/ = inzestratd cu adunarea §i inmultirea se
desemneaza prin Q, iar elementele sale se numesc numere rationale.

Observatie. Asadar un numar rational este o clasd de echivalentd.
Despre adunarea si inmultirea pe Q

Se constatd cu usurintd cd adunarea in Q este asociativd si comutativd.

not .
% = 0 este element neutru la adunare, i.e.

a+0=04+a=aq,

pentru orice a € Q.

Pentru a € Q cu reprezentantul % definim —a = —%; atunci
a+(—a)=(—a)+a=0,

pentru orice a € Q, deci —a este opusul lui o relativ la adunarea in Q.
Prin urmare (Q,+) este grup abelian.
Se constatd cu usurintd cd inmultirea in Q este asociativd, comutativd g
distributivd fatd de adunarea in Q.

not A . .
% = 1 este element neutru la inmultire, i.e.

pentru orice o € Q.

Pentru o € Q — {0}, cu reprezentantul g, definim é = ]% € Q; se constata
cd o - é = é -« =1, pentru orice « € Q — {0}, deci é este inversul lui o

relativ la inmultirea in Q.
Din cele de mai sus decurge urméatoarea:
Observatie. (Q,+,:) este corp comutativ.

Relatia de ordine pe Q

Definitie. Spunem cd un numdr rational o = Z € Q este pozitiv (negativ)
dacd pqg > 0 (< 0).
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Observatie.

1. Definitia de mai sus este corectd, adicd nu depinde de reprezentantul
ales.

2. Orice numdr rational este fie 0, fie pozitiv, fie negativ.

Definitie. Spunem cd numdrul rational o este mai mic decdt numdarul
rational [, si notam aceastda situatie prin o < [, dacd existd un numdr
rational pozitiv v astfel incit o + v = 3.

Observatie. Relatia binard pe Q datd de a« < < a < 8 sau a = f3
este o relatie de ordine totald.

Proprietati. Pentru orice o, 3,7 € Q, avem:

a > 0 daca §t numai dacd o este pozitiv;

a < 0 daca §t numai dacd o este negativ;

a < 8 dacd gi numai dacd o +v < 5+ 7;

a>0 g B >0 implicd a- > 0
a<fsivy>0=>a-vy<p-7;

a<fsivy<0=a-v>p 7

dacd o < 3, atunci multimea {x € Q | @ < x < B} este infinitd;
ecuatia x? = 2 nu are solutii in Q;

exista n € N astfel incdit o < n.

© PSRN =

Scufundarea lui Z in Q

Sda observam ca aplicatia f : 7 — Q datd de

_b
pentru orice p € 7, are proprietdtile:
flo+a) =rfp)+ f(q)

f(pq) = f(p)f(q)

p<q= f(p) < f(q),

pentru orice p,q € 7.
Prin urmare f este injectivd gi ca atare putem identifica p € Z cu f(p) €
Q, deci f este o scufundare a lui Z in Q.
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Relatia de ordine pe Q nu este completa

Teorema. Nu orice submultime nevidd majoratd a lui Q are margine
superioard (i.e. relatia de ordine pe Q nu este completd).
Demonstratie. Fie

A={z€Q|z#0,2>02* <2}

Deoarece 1 € A, deducem ci A # @.
Evident 2 este un majorant al lui A.
Nu existd a € Q astfel incat a = sup A.
Intr-adevir, daci presupunem contrariul, si observim ci a > 1.
Ne putem plasa in una si numai una dintre urméatoarele doua situatii:
A a? <2
B. a® > 2.
Daci ne situdm in situatia A, considerdm

2 —a?

b= 2(a+1)2 €Q
Vom ardta cd a + b € A, de unde, deoarece a este majorant al lui A,
obtinem a + b < a, inegalitate care conduce la contradictia b < 0.

Riamaéane si ardtam cd a + b € A, i.e.

(a+b)? < 2.
In acest scop, s& observam ca

2 — a2
2

bla+1)* = <1,

deci
1

<1
b< (a+1)2 <
Atunci
(a+b)*=a®+2ab+b* <a®+2ab+b<

R

< 2.
2

<a’+2ab+b+a*b=a’>+bla+1)

Daca ne situdm in situatia B, consideram
a’—2

C:me@.
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Vom arita c& a — ¢ este majorant al lui A, deci a < a — ¢, inegalitate care
conduce la contradictia ¢ < 0.
Ramane sa aratam ca
r<a-—c,
pentru orice x € A.
Cum
22 <2,

pentru orice x € A, este suficient sd aratdm ca

2 < (a—c)
Sa observam ca
c <1,
fapt echivalent cu
0< (a+2)>

Atunci
(a—c)? =a*—2ac+ > a®> — 2ac — ¢ >
>a*—2ac—c>a>—2ac—c—ad’c=a>—cla+1)? =
a’+2
T2
In acest mod demonstratia este incheiati.

> 2.

Q este numarabila

Propozitie. Q este numdrabild.
Demonstratie. Deoarece

= U
neNU{0}
unde
Ay = {0}
si

deducem ci Q este cel mult numé&rabils.
Cum Q este infinitd, deducem ca Q este numarabila.
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REZUMAT

Pe multimea Z x Z* definim urméitoarea relatie binara: (p, q)
(p.g)epqa=qp.

!
Definim pe Z x Z* doua operatii, anume: o adunare prin % + f]i,

A ! ! A

PIAP Y ¢ o 3 : s PP P

PITP 1 si o inmultire prin £ - & = 22
o 3 ) tire p a 4  ad . .
Definim pe Z x Z*/ = doud operatii, anume: o adunare prin

/ /

I i -

b _ P p 4 £ s 4 b p _p. P

E =247 gij o nmultire prin £-%5 =2. £
+ 5 q—l—q,§ t P ¢ d P

q

Multimea 7 x 7Z*/ = inzestratd cu adunarea si inmultirea se de-
semneazi prin Q, iar elementele sale se numesc numere rationale.

(Q,+, ) este corp comutativ

B >

Spunem c& un numdr rational o = 2 € Q este pozitiv (negativ)
daca pg > 0 (< 0).

Spunem ca numairul rational a este mai mic decidt numarul
rational [, si notadm aceasta situatie prin a < [, daci exista un
numairul rational pozitiv v astfel incat a + v = S.

Relatia binara pe Q datdi de o < f < a <  sau a = 3, este o
relatie de ordine totala.

Aplicatia f : Z — Q data de f(p) = %, pentru orice p € N, este
injectiva si ca atare putem identifica p € Z cu f(p) € Q, deci f este
o scufundare a lui Z in Q.

Corpul Q al numerelor rationale nu este complet ordonat; mai
precis, nu orice submultime nevidi majorati a lui Q are margine
superioara.

Q este numarabila.
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MULTIMEA NUMERELOR REALE R

Taietura in Q
Taietura in Q de prima si de a doua speta
R ca multime factor a multimii tuturor taieturilor in Q

Adunarea pe R

Relatia de ordine pe R
Inmultirea pe R

(R, +, ) este corp comutativ
Scufundarea lui Q in R
Relatia de ordine pe R este completa

Consideratiile care constituie obiectul acestei mici scrieri dateaza din toamna
anului 1858. M4 giseam pe atunci, ca profesor la Politehnica confederats de la
Ziirich, pentru prima oard in situatia de a trebui si expun elementele calculului
diferential si am simtit cu aceastd ocazie, mai acut ca oricind, lipsa unei baze
stiintifice a aritmeticii. Pentru conceptul de apropiere a unei mérimi variabile de
o valoare limita fix& gi indeosebi pentru demonstarea propozitiei ci orice mirime
care cregte constant, dar nu peste orice limita, trebuie desigur si se apropie de
o valoare limitd, am recurs la evidente geometrice. Si astiizi socotesc aceastd
folosire a intuitiei geometrice in primul stadiu al predarii calculului diferential
ca extraordinar de utild, ba chiar indispensabild, din punct de vedere didactic,
cand vrem sd nu pierdem prea mult timp. Dar nimeni nu va tdgidui cd acest
fel de introducere in calculul diferential nu poate revendica o valoare stiintifica.
Pe atunci, pentru mine acest sentiment de nesatisfactie a fost asa de puternic
incat am luat hotararea ferm& si reflectez tot timpul, pand cand voi fi gisit o
fundamentare pur aritmetica gi total riguroass a principiilor analizei infinitezimale.
Se spune asa de des cd obiectul calculului diferential ar fi m&rimile continue si
totusi nicdieri nu se d&d o explicatie a acestei continuititi si chiar cele mai riguroase
expuneri ale calculului diferential nu-si bazeazi demonstratiile pe continuitate, ci
ele apeleazi sau la reprezentiri geometrice mai mult sau mai putin constiente, sau
la reprezentari provocate de geometrie, sau aceste expuneri se sprijind pe propozitii
care nu sunt demonstrate niciodats pur aritmetic. Din aceast& categorie face parte,
de pilda, propozitia mentionatd mai sus, si o cercetare mai precisi m-a convins
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cd aceastd propozitie, sau chiar oricare propozitie echivalents, poate fi privitd
oarecum ca un fundament suficient pentru analiza infinitezimald. Este numai
vorba si se descopere adevirata sa origine in elementele aritmeticii, si astfel sa se
obtini, in acelagi timp, o definitie reald a naturii continuitdtii. acest lucru mi-a
reusit la 24 noiembrie 1858. (Fundamentele Matematicii, Oskar Becker, Editura
Stiintifica, Bucuresti, 1968, paginile 253-254).

Constructia lui R

Faptul c& o ecuatie precum z? = 2 nu are solutii in Q ne determini s
incercam "ldrgirea" multimii Q astfel incat sa putem rezolva ecuatia de mai

sus in multimea largitd. Vom obtine astfel multimea numerelor reale, notata
cu R.

Definitie. Un cuplu (I,11) de multimi disjuncte de numere rationale cu
proprietdatile:

1. pentru orice a € I si orice aeQ astfel incdt a < a, avem a € I;

2. pentru orice A € I1 si orice A" € Q astfel incit A < A', avem A" € I1;

3. pentru oricer € Q,r > 0, existd a € I i A € I astfel incit A—a < r,
se numegte tdaieturd (in Q).

I se numeste prima clasd a tdieturit, iar 11 se numeste a doua clasda a
taieturii.

Daca s este o taieturd, atunci notdm prima clasa a sa prin I, iar pe cea
de-a doua prin I1,.

Un numar rational ¢ se zice clasat in raport cu tdaietura s dacd ¢ € I
sau c € I1,.

Aceastd notiune, in esenta sa, a fost introdusid de Dedekind, in 1872,
intr-un articol intitulat "Stetigkeit und irrazionale Zahlen".

Nota istorica. Richard Dededekind s-a ndscut in 1831 la Braunschweig,
Germania. A frecventat gcoala Martino-Catharineum din Brunswick unde,
pentru inceput, acordad o atentie sporita fizicii si chimiei. Ulterior atentia sa
se indreaptd citre matematici. In 1850 se inscrie la Universitatea din Got-
tingen, avand o solid& pregétire matematicd dobandita in timpul frecventérii,
incepand cu anul 1848, a colegiului Carolinum. La Goéttingen ii are ca profe-
sori pe Gauss, Dirichlet si pe Weber. In 1852 obtine de la aceastd universitate
un doctorat, sub directia lui Gauss. In 1855 devine titularul catedrei rimase
libere prin moartea lui Gauss. Din 1858 se muta la Politehnica din Ziirich.

56



Alci, preddnd pentru prima datd un curs de calcul diferential gi integral, este
condus la constructia numerelor reale prin taieturi. Din 1860 devine pro-
fesor la Politehnica din Brunswick, de unde se si pensioneazd in 1894. El
a introdus notiunea de ideal, notiune care este de o importantd capitald in
algebrd. Pe langd conceptele introduse si rezultatele obtinute, Dedekind a
marcat matematica prin abilitatea sa de a-si exprima extrem de clar ideile,
fapt care a introdus un nou stil in matematica, stil care a avut o influenta
majord asupra generatiilor urmatoare de matematicieni. A fost membru al
Academiei din Gottingen (din 1862), a celei din Berlin (din 1880), al celei
din Roma, precum si al Academiei de Stiinte din Paris (din 1900). A murit
in 1916.

Dedekind raméne in istoria matematicii prin cel putin doud contributii
esentiale, anume prin definirea numerelor irationale cu ajutorul taieturilor si
prin introducerea notiunii de ideal.

Lem&. Fie 1,11 C Q astfel incat INII =0, I,I1 # 0 si TUII = Q.
Daca sunt verificate conditiile 1 si 2 din definitia tdieturii, atunci (I, 11)
este o taieturd.

Proprietati. Fie s o taieturd.

1. Dacd a € Iy st A€ 11, atunci a < A.

2. Exista cel mult un numdr rational neclasat in raport cu s.
3. Daca | € Q nu este clasat in raport cu s, atunci

I;={aeQla<l}

st
II,={A€Q|l < A}.
4. Daca toate numerele rationale sunt clasate in raport cu s, atunci ne
situdm in unul §@ numat unul dintre cazurile urmatoare:
a) I are un cel mai mare element & I nu are un cel mai mic element;
b) I; nu are un cel mai mare element & 11 are un cel mai mic element;
¢) Is nu are un cel mai mare element & 11, nu are un cel mai mic element.

Definitie. O tdieturd s in raport cu care toate numerele rationale sunt
clasate si astfel incdat I, nu are un cel mai mare element si Il nu are un cel
mai mic element, se numeste tdieturd de speta a doua.

O taietura in Q care nu este de speta a doua, se numeste tdieturd de
prima spetd.
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Exemple:
1. (I,1I), unde

I={aeQ|a<0}U{acQ|a>0sia*<2}

si
IT={AcQ|2< A%},

este o tdieturd de speta a doua.
2. Pentru r € Q, cuplurile

{aeQ|a<r},{AcQ|r <A},
{aeQla<r}{AceQ]|r<A})

si
{aeQla<r},{AeQ|r<A})

sunt taieturi de prima spetd, numite taieturile determinate de r
Vom nota oricare dintre aceste trei tdieturi cu (r).

Propozitie. Dacd 1,1’ € Q si | # ', atunci (1) # (I').
Propozitie. Orice tdieturd de prima spetd este o tdieturd determinatd

de un numdr rational.

Propozitie. Fie l € Q gi s o tdieturd in Q. Dacd pentru orice a € I
gi orice A € II,, avem a < | < A, atunci s este una dintre tdieturile

determanate de [.

Notatie. Prin 7 vom desemna multimea taieturilor in Q.

Observatie. Relatia binard pe T datd de:

s=t

dacd (s = t atunci cind s gi t sunt de speta a doua) sau (s si t sunt
determinate de acelasi numar rational atunci cind s si t sunt de prima spetd)

este o relatie de echivalentd.
Notatie. Multimea 7/ = se va nota cu R, iar elementele sale se numesc
numere reale.
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Observatie. Pentru r € Q, notam cu r clasa de echivalentd a unei
taietur: in Q determinate de r.

. ’ o . . o ’ ’
Evident, r = r dacd si numai dacd r =1 , unde r,v € Q.
Adunarea pe R

Definitie. Pe 7 definim o adunare astfel:
daca s,t € T, atunci

S ‘I‘t: (Is-l—t)I-[S-i—t)?

unde
_[8+t:{a+b|a€.[5 §Zb€]t}

1
I, ={A+B|A€ll,si Bell}.

Se constatd cd s+t € T.

Observatie. Dacd s € 7, atunci ({—A| A€ Il },{—a|a € I;}) este o
taieturd notatd cu —s.
Daca s este determinatd de r € Q, atunci —s este determinatd de —r.

o o ’ . . / .
Propozitie. Dacd s,s € 7 sunt determinate de r, respectiv r , atunci

’ . o ’

s+ s este determinatd de r +1r .

Propozitie. Fie
s=({aeQ|a<i},{AcQ|l<A}),

s={aecQla<l},{AcQ|l<A})

§t

s ={acQla<i}{AcQ|l<A})
cele trei taieturi in Q determinate de | € Q, 1ar t o taieturd in Q de speta
a doua.

Atunci
s+t=s +t=s5 +1t.
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Definitie. Definim adunarea pe R prin:
I ————
unde s,1 € T.

Observatie. Ultimele doud propozitit aratda ca adunarea pe R este bine
definita. Fvident ea este asociativd si comutativd.

Propozitie. Daca 0 este clasa de echivalentd a unei tdieturi in Q deter-
minate de 0 € Q, atunci

a+0=0+a=aqa,

pentru orice o € R.

Propozitie. Dacd o = é, unde s € T, notdm —a = —s.
Atunci
pentru orice o € R.
Observatie. Pe R se poate defini operatia de scadere astfel:
def
pentru orice x,y € R.
Observatie. (R, +) este grup abelian.
Relatia de ordine pe R

Definitie. O tdgieturd in Q se numeste pozitiva (negativd) atunci cand in
prima clasd (in a doua clasd) a sa se afld un numdr rational pozitiv (negativ).

Notatie. Vom nota cu 7, multimea tdieturilor pozitive.

Propozitie. O tdietura in Q este fie pozitivd, fie negativd, fie determi-
natd de 0.

Propozitie. Dacd s este una dintre tdieturile determinate de | € Q,
atunci s este pozitivd (negativd) dacd $i numai daca | > 0 (I < 0).
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Propozitie. Suma a doud tdieturi pozitive (negative) este o tdieturd
pozitivd (negativd).

Definitie. Un numdr real se numeste pozitiv (negativ) atunci cind are
ca reprezentant o tdieturd pozitivd (negativd).

Observatie.
1. Definitia de mai sus este corectd (adicd nu depinde de reprezentantul
ales).

2. Suma a doud numere reale pozitive (negative) este un numdr real
pozitiv (negativ).

Definitie. Definim pe R urmdtoarea relatie binard: pentru o, € R,
spunem cd o < 3 daca exista v € R, v pozitiv, astfel incat o+ v = .

Relatie binard pe R data de: o < 3 dacd o < 3 sau o = [ se dovedeste
a fi o relatie de ordine totald pe R.

Notatie. Pentru z,y € R, astfel incit x < y, vom folosi urmatoarele
notatii:

(2, 00) < {

yeR |y >},
z,00) “ {y e Ry = a},
(~o0,2) Y {y € R |y <z},
(—o0,a] ¥ {y e Ry < a},
[zl ={ueR |z <u<y},
[z,y) ={u e Rz <u <y},

(x,y ={ueR |z <u<y}
si

(x,y) ={ueR |z <u<y}.

Proprietati.
1.
a < 8 dacd st numai dacd o+ < B+,

pentru orice a, 3,y € R.
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2. Dacd 1,1 € Q astfel incit | <1, atunci orice tdieturd determinatd de
| este mai micd decit orice tdieturd determinatd de [ .
3. Fiea=s€R, unde s € 7; atunci:

a)aely=a<a

b) Acll, = a<A.
4. Pentru orice o, € R, astfel incit o < (3, exista | € Q astfel incat

a<l<p.
5. Fie s,t € T astfel incit I, C I; si I1, C I11;; atunci s = t.
6. Fie a =s €R, unde s € 7 51 € R; atunci:

a) dacd a < [3, pentru orice a € I, atunci o < (;

b) daca < A, pentru orice A € 11, atunci § < a.
Inmultirea pe R

Definitie. Pe 7 definim o inmultire astfel:
daca s,t € T, atunci
s-t= (Ist> Ijst)a

unde
Iy ={z€Qlx<0}U{ablacl;,a>0gsibel;,b>0}

§i
Iy, ={AB| Aecll; i B€ll}.

Se constatd cd s-t € T.

Observatie. Se constatd cd s -t este pozitivd gi cd inmultirea in 7, este
asociativa gt comutativd.

Observatie. Pentru s € 74, definim tdietura, notatd s, datd de
(Iy-1,11-1), unde

Islz{er\xSO}U{%UlEI]S}

st
1
II;n ={=|a€l sia>0}.
a
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Fuvident s™' € 7.

Proprietati.

1. Dacd s € T, atunci s- s~ = (1).

2. Dacd s,t,u € Ty, atunci s- (t+u) =s-t+ s-u.

3. Dacd s, s si s sunt cele trei tdieturi determinate de r €Q, r>0,iar
t este o taieturd de speta a doua, atunct s -t = s -t = 5" -t este o taieturd
de speta a doua.

4. Dacd r,r € Q, r,r >0, atunci (r) - (r') = (r1').

Definitie. Definim inmultirea in R astfel:

st, a,B >0
—a-(=0), a>0,0<0
a-f={ —(=a)-8, a<0,8>0
(—a)-(=B), «<0,5<0
0, a=0swu =0

undeazé&ﬁzt,s,iér

Observatie.
1. Definitia de mai sus este corectd.
2. Pentru orice a, 8 € R, avem: «- = 0 dacda si numai dacd o = 0 sau

B=0.

3. Regula semnelor:

0
(—a)-B=a-(=f)=—a-p,

pentru orice o, 3 € R.
4. Inmultirea in R este asociativa, comutativd si distributiva fatd de
adunarea in R.

Proprietati.
1.

pentru orice a € R.
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2. Pentru orice a € R — {0}, existd 1 € R, astfel incdt
1
a-—=1.
«

deci (R —{0},-) este grup comutativ.
3.
a-(B+y)=a-B+a-7,

pentru orice a, 3,7 € R.
4. Pentru orice o, € R, avem:

a,>0=a-5>0.
Prin urmare, pentru orice o, 5 € R gi pentru orice y € R, y > 0, avem

a<B=ay < By

Observatie. Pe R se poate defini operatia de impdrtire astfel:

T def 1
- =x--,
Y Y

pentru orice x,y € R, y # 0.

Remarca. (R, +,-) este corp comutativ.
Scufundarea lui Q in R
Sda observam ca aplicatia f: Q — R data de
) =r,
pentru orice r € Q, are proprietatile:
fr+r) =
for)=f

r<r = f(r)< f(r

. i
pentru orice r,r € Q.
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Prin urmare f este injectiva gi ca atare putem identifica r € Q cu f(r) €
R, deci f este o scufundare a lui Q in R.

Definitie. Elementele multimii R — f(Q) se numesc numere irationale.
Relatia de ordine pe R este completa

Teoremd (care marcheazi una dintre deosebirile esentiale dintre
Q si R) Orice submultime nevidd majoratd a lui R are margine superioard
(i.e. relatia de ordine pe R este completa).

Demonstratie. Fie A o submultime nevidd majorata a lui R.

Prin urmare, existd a € Q astfel incat

z < a,

pentru orice x € A.
Fie
I ={reQ|existd z € A astfel incat r < z }

si
I ={r € Q| x <r, pentru orice = € A}.

S& observim ca I # @ (deoarece o € II), INII = @, TUII = Q si
cd sunt verificate primele doud proprietéti din definitia tdieturii, deci (1, I7)
este o taieturd pe care o vom nota cu s.

Fie M = s.

Vom ardta cd M este marginea superioard a lui A.

Intr-adeviir, M este majorant al lui A, deoarece, in caz contrar, existi
r € A astfel incat M < x. Atunci existd r € Q astfel incat M < r < x, deci
r € I gi drept urmare obtinem contradictia » < M.

De asemenea M este cel mai mic majorant al lui A.

Intr-adevir, dacd presupunem ci existd M; majorant al lui A, astfel incat
M; < M, alegem r € Q astfel incat M; < r < M. Atunci r € I (deoarece
x < M; < r, pentru orice z € A), de unde contradictia M < r.
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REZUMAT

Un cuplu (/,17) de multimi disjuncte de numere rationale cu
proprietatile:

1. pentru orice a € I si orice a € Q astfel incat ¢ < a, avem
a €l

2. pentru orice A € I] si orice A" € Q astfel incat A < A, avem
A eIl

3. pentru orice r € Q, r > 0, existd a € [ si A € II astfel incat
A—a<r,

se numeste tdieturd (in Q).

I se numeste prima clasa a taieturii, iar // se numeste a doua
clasa a taieturii.

Daca s este o taietura, atunci notadm prima clasa a sa prin I,
iar pe cea de-a doua prin [/,.

Un numar rational c se zice clasat in raport cu taietura s daca
cel,saucell,.

O taietura s, in raport cu care toate numerele rationale sunt
clasate si astfel incat /; nu are un cel mai mare element si //, nu
are un cel mai mic element, se numeste tiietura de speta a doua.
O taietura in Q care nu este de speta a doua, se numeste taietura
de prima speta.

Pentru » € Q, cuplurile ({a € Q | a < r},{A € Q | r < A}),
{aeeQla<r},{AcQ|r<A}),si{fceQla<r},{AcQ|r <A}
sunt taieturi de prima spetad, numite taieturile determinate de r.
Vom nota oricare dintre aceste trei taieturi cu (7).

Prin 7 vom desemna mult{imea taieturilor in (. Relatia binara pe
7 datd de: s =t daci (s = ¢ atunci cand s si ¢ sunt de speta a doua)
sau (s si t sunt determinate de acelasi numdr rational atunci cand
s si t sunt de prima spetd), este o relatie de echivalenti. Multimea
7/ = se va nota cu R, iar elementele sale se numesc numere reale.

Pentru r € Q, notadm cu r clasa de echivalenta a unei taieturi in Q
determinate de r.

Pe 7 definim o adunare astfel: daca s,t € 7, atunci s +1t =
(Isst, I 1s14), unde Iy = {a+b|a€ lgsibe L} silly, ={A+B| A€ Il
si Bell}.

Definim adunarea pe R prin: s +t=s+t,unde s,t € T.
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O tdieturd in Q se numeste pozitivi (negativd) atunci cand in
prima clasa (in a doua clasd) a sa se afli un numair rational pozitiv
(negativ). Vom nota cu 7, multimea tdieturilor pozitive.

Un numadr real se numeste pozitiv (negativ) atunci cand are ca
reprezentant o tdieturd pozitiva (negativa).

Definim pe R urmatoarea relatie binara: pentru o, 5 € R, spunem
cd a < § daca exista v € R, v pozitiv, astfel incat o + v = 3. Relatie
binara pe R data de: a <  daca a <  sau a = § se dovedeste a fi
o relatie de ordine totala pe R.

Pe 7, definim o inmultire astfel: daca s, € 7, atunci s -t =
(Isg,11s), unde Iy ={x € Q|x <0}U{ab|a€ I, a>0sibe ;b >0}
sillg, ={AB| A€l siBell}.

Definim inmultirea pe R astfel:

st, a,B >0
—a- (=), a>0,8<0
a-f={ —(=a)-8, a<0B>0
(=a)-(=5), a<0,8<0
0, a=0sau =0

undea:é§i6:t, s,t €.
(R, +,-) este un corp comutativ.
Pentru orice o, 3,7 € R, avem:
1. a < § dacd si numai dacd a+~v < [+
si
2. pentru orice o, 5 € R si pentru orice y € R, y > 0, avem
a < f=ay < Py.

Aplicatia f : Q — R datd de f(r) = 7:, pentru orice r € QQ, are
proprietatile: , ,
fr+r)=flr)+ f(r),
flrr') = F) (),
r<r = f(r) < f(r),

pentru orice 7,7 € Q. Prin urmare f este injectivi si ca atare putem
identifica r € Q cu f(r) € R, deci f este o scufundare a lui Q in R.
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Orice submultime nevidd majorata a lui R are margine supe-
rioard, i.e. relatia de ordine pe R este completa.
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COMPLEMENTE PRIVIND SISTEMUL NUMERELOR REALE

Privire abstracti asupra sistemului numerelor reale
R este un corp arhimedeean
Functia parte intreaga
Densitatea (in sensul relatiei de ordine) lui Q si R— Q in R
Caracterizarea cu ¢ a marginilor unei multimi
Principiul intervalelor inchise incluse al lui Cantor
R nu este cel mult numarabila
Functiile modul, exponentiala, putere si logaritmica.

Privire abstracti asupra sistemului numerelor reale

Vom prezenta definitia "abstractd" a multimii numerelor reale, adicd vom
pune in evidentd lista proprietatilor definitorii ale lui R.

Definitie. O multime nevidd R pe care sunt definite doud operatii in-
terne, + (adunarea) gi - (inmultirea), precum gi o relatie de ordine <, se
numeste o muliime a numerelor reale daca:

a) (R,+,) este corp comutativ;

b) < este compatibild cu structura de corp, i.e.

bi) pentru orice a,b,x,y € R astfel incit y > 0 si a < b, rezultd

a+x<b+zx
50
aygbyf

bii) pentru orice a € R avem a > 0 sau a < 0;
c) pentru orice submultime A a lui R care este nevidd si marginitd supe-
rior, existd sup A.

Observatie. In conditiile definitiei de mai sus, relatia de ordine este
totald.
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In capitolul precend am construit un model pentru multimea numerelor
reale (anume modelul lui Dedekind). Deoarece existd si alte modele pentru
R (vezi [2], paginile 39-52, unde este prezentat modelul lui Cauchy, precum
si [1], paginile 32-35, precum gi modelul zecimal al lui Weierstarss, vezi [6],
pagina 48), se pune problema unicit#tii sistemului numerelor reale. Aceast#
problemd este rezolvatd (vezi [2], paginile 86-88, precum si [1], paginile 27-28
) de urmitoarea

Teoremi. Dacd (R',+,-,<) si (]R", +,+, <) satisfac conditiile definitiei

1"

de mai sus, atunci existd f : R — R astfel incdt:
0
)
fl@+y) = fl@)+ fy),
pentru orice x,y € R’ ;
flx-y) = f(z) fy),
pentru orice x,y € R';
i77)
v <y= f(z) <[f(y),

. !
pentru orice x,y € R ;
. . . . / . 9 . v (SN 1Y
iv) pentru orice submultime A a lui R care este nevidd si mdrginitd
superior, f(A) este nevidd si mdrginitd superior §i

sup f(A) = f(sup A).
Observatie. Prin urmare, din punct de vedere abstract, existd o unicd

maultime de numere reale. Orice obiect care se incadreazd in definitia de mai
sus se va numi multimea numerelor reale si se va nota cu R.

R este un corp arhimedeean

Urmatorul rezultat pune in evidentd o proprietate esentiald a sistemului
numerelor reale, anume aceea care afirma ca orice numaér real strict pozitiv
adunat cu el insusi de un numar suficient de ori se va pozitiona la dreapta
oricarui alt numar real.

Teorema. Pentru orice a,b € R, b > 0, existd n € N astfel incat

a < nb,
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1.e. R este un corp arhimedeean
Demonstratie. S& presupunem, prin reducere la absurd, cd exista a,b € R,
b > 0 astfel incat
nb < a,

pentru orice n € N.

Atunci multimea A = {nb | n € N} este nevidd gi majoratd, deci exista
z =sup A.

Prin urmare, pentru orice m € N, avem

mb+b=(m+1)b < z,

deci
mb < z—b,
de unde
z<z-—0b,
i.e. contradictia
b<O0.

Observatie. Teorema anterioard aratd cd pentru orice numdr real ex-
1std un numdar natural mair mare decdat el. Prin urmare N este nemdrginita
SUpertor.

Exercitii

1. Si se arate ci pentru a € [0,00), urmitoarele afirmatii sunt echiva-
lente:

i) a = 0;

i) a < %, pentru orice n € N;

iii) a < e, pentru orice £ > 0.

2. S& se arate ci )
inf— =0.

neNN

Nota istorica. Arhimede (287-212 1.C.) a fost unul dintre fondatorii
metodei stiintifice; a fost numit ” cel mai luminat cap al antichitdtii”. Arhimede
a studiat, la Alexandria, cu succesorii lui Euclid. A fost prieten cu regele Hi-
eron al doilea al Siracusei. Arhimede a inventat multe dispozitive folosite
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in lupte, in special in rdazboaiele de aparare duse de Siracusa impotriva ro-
manilor condusi de Marcellus. El a perfectat o metoda de integrare, care i-a
permis s& calculeze arii, volume si suprafete. A obtinut o aproximare foarte
buna a lui 7. A descoperit celebrul principiu care descrie comportamentul
unui corp scufundat intr-un lichid. A fost omorat de citre un soldat roman
in timpul capturarii Siracusei de cétre romani in al doilea razboi punic.

Functia parte intreaga

Pentru b = 1, obtinem, din teorema de mai sus, cd pentru orice a € R,
a > 1, exista n € N astfel incat

a < n.
Prin urmare multimea
M={meN|a<m}

este nevida.

Deoarece N este bine ordonati, putem considera ng primul element al lui
M

Evident
un Z 2.

Atunci
ng — 1 ¢ M,

caci altminteri, cum ng — 1 € N, obtinem contradictia
N S Nng — 1.

Deci

no— 1 < a<ng.

. . not v v .
Prin urmare, cu notatia no — 1 = n, am aratat ca pentru orice a € R,
a > 1, existd n € N astfel incat

n<a<n+4+l1.

Lucrédnd cu —a in loc de a, se deduce ca pentru orice a € R, a < —1,
existd n € Z astfel incat
n<a<n+l1.
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Este evident cd pentru a € (—1,1), existd n € Z astfel incat
n<a<n+l1,

anume n = —1, dacd a € (—1,0) sin =0, dacd a € [0,1).
Prin urmare, pentru orice a € R, existd n € Z astfel incdt

n<a<n+l1.

Mai mult, n este unic.

Intr-adevir, dacd existd m,n € Z, m # n, astfel incat n < a < n+ 1 gi
m < a < m + 1, atunci putem presupune, fard a restringe generalitatea, ca
n < m si obtinem contradictia a <n+1<m <a.

Am obtinut asadar urméatoarea:

Teoremd (de existentd a partii intregi). Pentru orice a € R, existd
un unic n € 7. astfel incat
n<a<n+l1.

Numdarul n se numeste partea intreagd a lui a i se noteazd prin [a].

Observatie. FEste valabild urmdtoarea variantd (multiplicativa) a teore-
mei care afirmd proprietatea lui R de a fi corp arhimedeean (vezi [4], paginile
10-11).

Teorema. Fie b € R, b > 0, b # 1. Atunci, pentru orice a € R, a > 0

existd n € 7 astfel incdt
b < a < b

Exercitiu. Pentru orice a € [0,1) existd un unic gir de cifre r, €
{0,1,...,9} astfel incat o infinitate dintre ele sunt diferite de 9 si



Densitatea (in sensul relatiei de ordine) lui Q si R —Q in R

Propozitie.

i) Intre doud numere reale diferite existd o infinitate de numere rationale.

it) Suma dintre un numdr rational §i un numdr iralional este un numdr
wrational.

i) Intre doud numere reale diferite existd o infinitate de numere irationale.

Demonstratie.

i) Fie a,b € R, a < .

Atunci ¢ = b — a > 0, deci existd n € N astfel incat

1 < ne.
Atunci ) ) )
[na] + < [na] +1  [ng] 1.
n n n n
de unde )
[na] + b
n
Cum )
M <a< [na] + ,
n n
deducem c&
nal +1
a< <b,
n
deci )
_I_
[nal+1 € (a,b) N Q.
Repetand acest rationament cu a si % in loc de a si b etc, se obtine

concluzia.
ii) S& presupunem, prin reducere la absurd, cd existi a € Qsib e R—Q
astfel incat
c=a+beQ.

Atunci obtinem contradictia
c—a=0beQ.

iii) Fiea,b e R, a<bside R— Q.
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Atunci, conform i), existd o infinitate de numere rationale r astfel incat
a—d<r<b—d,

deci
a<r+d<hb,

de unde
r+de(a,b)N(R—-Q).

Caracterizarea cu ¢ a marginilor unei multimi

Teorema. Fie A o multime nevidd majoratd de numere reale g1 a,b € R.

Atunci:

i) sup A = a dacd gi numai dacd (x < a, pentru orice x € A) gi (pentru
orice € > 0, existd ' € A astfel incit a —e < ')

it) inf A = b dacd i numai dacd (b < x, pentru orice x € A) gi (pentru
orice € > 0, evistd ¥ € A astfel incat ¥ < b+¢).

Demonstratie.

i) "=" Deoarece a este majorant al lui A, deducem c& = < a, pentru
orice x € A. Deoarece a — ¢ < a, iar a este cel mai mic majorant al lui A,
deducem c& a — ¢ nu este majorant al lui A, deci existd ' € A astfel incat
a—c<z.

"<" Deoarece r < a, pentru orice x € A, deducem ca a este majorant al
lui A.

Presupunem, prin reducere la absurd, c& existd b majorant al lui A astfel
incat

b < a.

Atunci existd n € N astfel incat

1 <n(a—b),

i.e. 1
— < a-—b,
n

de unde

1
r<b<a-——,
n
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pentru orice x € A, fapt care, in conformitate cu ipoteza, contrazice existenta
. / A, A
unui element r € A astfel incat

i

a — <T.

1
n
Asgadar a este cel mai mic majorant al lui A.

Prin urmare
a = sup A.

ii) Demonstratie similars.
Exercitii.
1. Sa se determine marginile multimilor:

{@|m,n€N,m<2n},
n

m n
— +4— ,n € N},
{—+4— | mneN)

m
—— | m,n € N},
{m+n‘mn }

m
l1+m+n

{

| m,n € N}.

2. Fie A si B doud submultimi mérginite a lui R.

Notam
—A={—-a]ac€ A},
A+B={a+0blac A be B}
si
A-B={a-blac A be B}.
Atunci:

i) —A este marginitd gi
—sup A = inf(—A) < sup(—A) = —inf(A).
ii) A+ B este marginita si

inf(A) + inf(B) = inf(A + B) < sup(A + B) = sup(A4) + sup(B).
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iii) dacd @ > 0 gi b > 0, pentru orice a € A ¢i b € B, atunci A - B este
marginita si

inf(A) - inf(B) = inf(A - B) < sup(A - B) = sup(A4) - sup(B).
Observatie. Dacid A si B nu sunt multimi care au toate elementele

pozitive, egalitatea inf(A) - inf(B) = inf(A - B) nu mai rdméne valabili aga
cum arata exemplul:

1
A={-|neN}

si
1
B={-1—-- N
{(-1-=|nen)

unde inf A =0, inf B = —2gi inf(A- B) = —2.
iv) dacd A C B atunci

inf(B) < inf(A) < sup(A) < sup(B),

i.e. marginile unei submultimi se situeaza intre marginile multimii.
v) AU B este marginitd si

inf{inf(A),inf(B)} = inf(AU B) < sup(A U B) = sup{sup(A),sup(B)}.

Principiul intervalelor inchise incluse al lui Cantor

Vom prezenta in continuare un rezultat extrem de util, care in esenta este
echivalent cu ultima teoremd din sectiunea precedentd (vezi [2], pagina 24).

Teorema (Principiul intervalelor inchise incluse al lui Cantor).
Fie a,,b, € R, unde n € N, astfel incat a, < b, si

[an+17 bn+1] g [CLn, bn]:

pentru orice n € N.
Atunci

HQN[an, b)) # @.
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Demonstratie. Multimile {a,, | n € N} si {b,, | n € N} sunt minorate de
a1 si majorate de b;.
Prin urmare exista
a = sup{a, | n € N}

si
b = inf{b, | n € N}.

Deoarece
an < b,

pentru orice m,n € N, deducem ca
a, <a<b<by,,
pentru orice m,n € N, deci

-
la,b] C HQN[an, bnl,

de unde
nQN[anu bn] % .
Exercitiu. Si se arate ca
1
Nn0,—=)=2a.
nEN( ’ 2n)

Remarca. Exercitiu de mai sus arata cd nu putem renunta, in teorema
anterioard, la conditia ca intervalele considerate si fie inchise.

R nu este cel mult numarabila

Rezultatul urmétor arata ci, spre deosebire de @@, R nu este in bijectie
cu N.

Teorema. R nu este cel mult numadrabild.
Demonstratie. S& presupunem, prin reducere la absurd, ca R este numara-
bila.
Atunci exista x,, unde n € N, astfel incat x,, # z,,, pentru orice n # m,
si
R = {z, 29, ..., xp, ... }.
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Fie aq si by astfel incat
T ¢ [al, 51]-
Impartim intervalul [a;, by] in trei parti egale.
Atunci cel putin unul dintre aceste trei subintervale nu va contine pe x,.
Asadar existd as si by astfel incat

lag, ba] C [aq, b1

si
) ¢ [CLQ, bg]
Repetand acest procedeu, gasim a,, si b, cu urméitoarele proprietati:
[an+17 bn+1] g [ana bn]
si

T, & [am bn]a

pentru orice n € N.
Fie
N byl
z € 0 lan, by

Atunci
T # Tp,

pentru orice n € N, de unde obtinem contradictia
x ¢ {xy,x9, ..., Ty, ...} =R.
Observatie. Multimea numerelor irationale (i.e. R — Q) este infinitd i
nu este numarabild.
Functia modul

Functia modul joaci un rol extrem de important in cadrul analizei matem-
atice.

Propozitie. Functia || : R — R, data de

>
|z| = max{z, —x} = { _x, v 20
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se numeste functie modul.
Pentru orice z,y,a € R, avem:

)

lr| <ae —a<z<a
|zy| = |z [y]
|z +y| < |z + |yl

l|z] = Jy|| < |z —y].

Functiile exponentiala si logaritmica
In cele ce urmeaza vom introduce functiile exponentiald si logaritmics.
Puterea de exponent natural a unui numar real

Definitie. Pentru x € R si n € N definim ", inductiv, astfel:

0

Proprietati. Pentru x,y € R ¢ n,m € N, avem:

1.
2" =0 dacd gi numai dacd x = 0;
2.
1" =1;
3.
(zy)" = 2"y";
4. daca x # 0, atunci
=
z  an

O<z<y=0<z" <y

80



6. dacda n > 2, atunci

I<zrx<l=a"<ux

§i
z>1=2" >z

§t

Puterea de exponent rational a unui numar real pozitiv

Propozitie. Pentru orice x € [0,00) i n € N, existd un unic a € [0,00),
astfel ca
a" =x.

a se numeste raddcina aritmeticd de ordin n a lui x g1 vom folosi notatia
not L1
a'Z xn = Yz,

Definitie. Pentru z € (0,00) i 7 € Q, r = Eecupe NU{0} gi ¢ € N,
elementul ) )
(") = (z4)”,
care nu depinde de fractia g care reprezintd pe r, se numeste puterea de

exponent v a lui x si se va nota cu x".
Dacar € Q g1 r <0, definim
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Puterea de exponent real a unui numar real pozitiv si functia
logaritmica

Propozitie. Pentru orice x € (0,00), © > 1 (respectiv v < 1) existd o
unicd functie f: R — (0,00) astfel ca:
i) [ este strict crescatoare (respectiv strict descrescdtoare).

i)
fla+0b)= f(a)- f(b),
pentru orice a,b € R.
f(1) =z

Observatie. Dacd a € Q, atunci f(a) = z%, iar mai general, pentru
a € R, avem

fla)=sup{z" |r€Q gir<a}=inf{z" |r€Q gi r > a},
pentru x > 1, respectiv
fla)=if{z" |reQsir<a}=sup{z" |re€Q sir>a},
pentru x < 1.
Observatie. Functia de mai sus este surjectivd.

Observatie. Functia de mai sus se numeste functia exponentiald de bazda
x §i se moteazd cu exp,, iar, pentru x # 1, inversa ei se numeste functia
logaritmicd de bazd x si se noteazd cu log,.

Pentru x > 1, functia log, este strict crescatoare, iar pentru v < 1
functia log, este strict descrescatoare.

Mai mult, avem:

log,(z) =1
§i
log, (ab) = log,(a) + log,(b),

pentru orice a,b € (0,00).
Observatie. Pentru a € R functia p : (0,00) — R, datd de

x4, x#1
ple) ={" :cil’
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se numeste functia putere de exponent a.

Propozitie. Pentru orice x,y € (0,00) gi orice a € R, avem

a

(ry)* = x%y".

Observatie. Demonstratiile afirmatiilor de mai sus privind functiile ex-
ponentiald, putere si logaritmicd se pot gdsi in [1].

REZUMAT

O multime nevida R pe care sunt definite dous operatii interne,
+ (adunarea) si - (Inmultirea), si o relatie de ordine <, se numeste
multime a numerelor reale daci: i) (R,+,-) este corp comutativ;
ii) < este compatibild cu structura de corp, i.e. bi) pentru orice
a,b,x,y € R astfel incat y > 0sia < b, rezultd a +x < b+ x si
a-y <b-y; bii) pentru orice a € R avem a > 0 sau a < 0; iii) pentru
orice submultime A a lui R care este nevida si méarginita superior,
exista sup A.

Daci (R, +,-, <) si (]RH, +, -, <) satisfac conditiile definitiei de mai
sus, atunci existi f : R — R astfel tncat: i) fle+y) = flz)+ f(y),
pentru orice z,y € R'; ii) f(z-y) = f(z) - f(y), pentru orice z,y € R’;
iii) v < y = f(z) < f(y), pentru orice z,y € R'; iv) pentru orice
submultime A a lui R’ care este nevidid si marginiti superior, f(A)
este nevida si mirginitd superior si sup f(A) = f(sup A4).

R este un corp arhimedeean (i.e. pentru orice a,b € R, b > 0,
existd n € N astfel incat a < nb).

Pentru orice a € R, exista un unic n € Z astfel incat n < a <n-+1.
Numairul n se numeste partea intreagi a lui a si se noteaza prin [a].

Intre doud numere reale diferite existi o infinitate de numere
rationale.

Intre doud numere reale diferite existi o infinitate de numere
irationale.

Fie A o multime nevidid majorati de numere reale. Atunci: i)
sup A = a dacd si numai daca (z < a, pentru orice z € A) si (pentru
orice ¢ > 0, existi z' € A astfel incat a — ¢ < 2'). ii) inf A = b daci si
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numai daca (b < z, pentru orice x € A) si (pentru orice € > 0, exista
r € A astfel incat 2’ < b+ ¢).

(Principiul lui Cantor al intervalelor inchise incluse). Fie a,,b, €
R, unde n € N, astfel incat a, < b,, si [an11,b011] C [an, by, pentru
orice n € N. Atunci HQN[an, b, # 2.

R nu este cel mult numarabila.

Functia || : R — R, datid de |z| = max{z, —z} = { jx’, o0 Se
numeste functie modul.

Pentru orice = € [0,00) si n € N, existd un unic a € [0,0), astfel
caa" =ux.

a se numeste radacina aritmetica de ordin n a lui x si vom folosi
notatia a ot pw = V.

Pentru z € (0,00) sir € Q, r = L cupeNU {0} si ¢ € N, elementul

(l‘p)% = (l‘%)p nu depinde de fractia £ care reprezintd r. El se numeste
puterea de exponent r a lui x si se va nota cu z". Daca r € Q si
r < 0, definim z" &/ L =)

Pentru orice = € (0,00), > 1 (respectiv z < 1) existd o unica
functie f : R — (0, 00) astfel ca:

i) f este strict crescitoare (respectiv strict descrescitoare).

ii) f(a+b) = f(a) - f(b), pentru orice a,b € R.

iii) f(1) = z.

Daci a € Q, atunci f(a) = z%, iar mai general, pentru a € R, avem
fla)=sup{a" |reQsir<a} =inf{z" |r € Qsir > a}, pentru z > 1,
respectiv f(a) = inf{z" | r € Qsir < a} =sup{z” | r € Qsir > a},
pentru z < 1. Functia de mai sus este surjectiva. Functia de mai
sus se numeste functia exponentiald de baza x si se noteaza cu exp,
iar, pentru = # 1, inversa ei se numeste functia logaritmica de baza
x i se noteaza cu log,.

Pentru a € R functia p : (0,00) — R, datd de p(z) = 2, pentru
orice z € (0,00) se numeste functia putere de exponent a.
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MULTIMEA R

Constructia lui R
Relatia de ordine pe R
Adunarea pe R
Sciderea pe R
Inmultirea pe R
Impsrtirea pe R
Operatii aditionale care nu au sens in R

In scopul considerarii limitelor la infinit sau a limitelor infinite, vom in-
troduce dreapta reala incheiata.

Constructia lui R

Vom considera doud elemente distincte care nu sunt elemente ale lui R,
elemente care vor fi notate cu —oo si +oo. De obicei vom scrie oo in loc de
+00.

Multimea R U {—00,00} se noteazi cu R si numeste dreapta reald incheiati
sau sistemul extins al numerelor reale.

Relatia de ordine pe R

Definitie. Relatia binard pe R definitd astfel: x < y dacd are loc una
dintre urmdtoarele situatii:

i)r,yeR gi x <y;

i) r = —o00 §i y € R;

i) y = 0o §i x € R,
este o relatie de ordine totald care prelungeste relatia de ordine de pe R.

Observatie. Orice submultime nevidd a lui R are drept majorant pe oo
§t drept minorant pe —oo.

Observatie. minR = —oco g maxR = oo.

Propozitie. Orice submultime nevidd a lui R are margine inferioard si
margine superioard, deci relatia de ordine pe R este completd.
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Observatie. Mai precis, pentru o submultime nevidd A a lui R, avem
urmdtoarele situatii:
i) dacd oo € A, atunci sup A = 0o;
it) dacd oo ¢ A, atunci A — {—oo} C R gi apar urmdtoarele situatii:
iia) A — {—oo} este majoratd in R, caz in care sup A(in R)=
sup A(in R);
iib) A — {—o0} nu este majoratd in R, caz in care sup A = oo.

Adunarea pe R

Adunarea pe R se poate extinde comutativ prin addugarea urmé&toarelor
adunari in care intervin elementele —oo si oo:
1.
Tr+00 =00+ T = 00,

pentru orice x € RU {oo}.
2.
r+ (—00) = (—0) + 2 = —00,

pentru orice © € RU{—o0}.
Observatie. Nu putem defini coerent operatiile
00 + (—00)
§t
(—00) + o0.

Motivele acestei imposibiltdti vor deveni transparente dupd parcurgerea
capitolului privind studiul limatelor de siruri.

Sciderea pe R

Sciderea pe R se poate extinde prin addugarea urmatoarelor scaderi in
care intervin elementele —oo si oo:
1.
T — 00 =—00,

pentru orice x € RU{—00}.
2.



pentru orice © € RU {—o0}.
Observatie. Nu putem defini coerent operatiile
00 — 00

§i
(=00) = (—00).

Motivele acestei imposibiltdti vor deveni transparente dupd parcurgerea
capitolulur privind studiul limitelor de siruri.

Inmultirea pe R

Inmultirea pe R se poate extinde comutativ prin addugarea urméatoarelor
inmultiri in care intervin elementele —oo si oo:
1.

x - (+00) =00 1 = 00,

pentru orice x € (0,00) U {oco}.
2.
z - (+00) = (+00) - & = —00,

pentru orice x € (—o0,0)U{—o0}.
3.

4.

pentru orice x € (—o0,0)U{—o0}.
Observatie. Nu putem defini coerent operatiile

oo - 0,

§t



Motivele acestei imposibiltati vor deveni transparente dupd parcurgerea
capitolului privind studiul limatelor de siruri.

Impirtirea pe R

Impartirea pe R se poate extinde prin addugarea urmatoarelor impartiri
in care intervin elementele —oo si oco:

1. . .
—_ = — = O’
—00
pentru orice x € R.
2.
00
— OO7
T
pentru orice x € (0,00).
3.
00
—_ = _OO,
x
pentru orice x € (—00,0).
4.
—00
- - _OO,
x
pentru orice x € (0,00).
5.
—00
- - OO,
T

pentru orice x € (—o00,0).

Observatie. Nu putem defini coerent operatiile

00
§t
00
_m.
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Motivele acestei imposibiltati vor deveni transparente dupd parcurgerea
capitolului privind studiul limitelor de siruri.

Alte operatii care nu au sens in R

Nu putem defini coerent nici urmdtoarele operatii:

OOO

1°°,
17,
00

1
0
0

Motivele acestei imposibiltati vor deveni transparente dupd parcurgerea
capitolului privind studiul limitelor de siruri.

REZUMAT

Vom considera doui elemente distincte care nu sunt elemente
ale lui R, elemente care vor fi notate cu —oco si +00. De obicei vom
scrie oo in loc de +oco. Multimea R U {—o00,00} se noteazi cu R si
numeste dreapta reald incheiata sau sistemul extins al numerelor
reale.

Relatia binari pe R definiti astfel: 2 < y dacs are loc una dintre
urmitoarele situatii: i) 7,y € R si v < y; ii) 2 = —oco si y € R; iii)
y = o0 si # € R, este o relatie de ordine totali care prelungeste
relatia de ordine de pe R.

Orice submultime nevids a lui R are margine inferioari si margine
superioari, deci relatia de ordine pe R este completi.

Adunarea pe R se poate extinde comutativ prin adidugarea ur-
matoarelor aduniri in care intervin elementele —oco si co: 1. x4+00 =
00+ = 00, pentru orice x € RU{oo}; 2. 2+ (—00) = (—o0) + 2 = —o0,
pentru orice z € RU {—oc}.
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Scidderea pe R se poate extinde prin addugarea urmatoarelor
scaderi in care intervin elementele —oco si co: 1.x — 00 = —o0, pentru
orice x € RU {—o0}; 2. 0o —z = 00, pentru orice z € RU {—o0}.

Inmultirea pe R se poate extinde comutativ prin adiugarea
urmatoarelor inmultiri in care intervin elementele —oco si co: 1.
x-(+00) = 0o-x = 00, pentru orice = € (0,00)U{c0}; 2. z-(+00) = (+00)-
x = —o0, pentru orice x € (—oo,0)U{—00}; 3. z:(—00) = (—00)-x = —0o0,
pentru orice = € (0,00) U {c0}; 4. - (—00) = (—o0) - & = oo, pentru
orice z € (—00,0) U {—o0}.

Impartirea pe R se poate extinde prin adiugarea urmétoarelor

impartiri in care intervin elementele —oco gi co: 1. £ = - =0,
pentru orice z € R; 2. = = oo, pentru orice z € (0,00); 3. = = —o0,
pentru orice z € (—00,0); 4. —* = —o0, pentru orice z € (0,00); 5.
—o0

= 00, pentru orice x € (—00,0).
Nu putem defini coerent nici urméitoarele operatii: oo®, 1, 17°°,
00 si 2.

0

T
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Rn

Deoarece evolutia multor fenomene din lumea inconjurdtoare depinde de
mai multi parametri, ele sunt modelate prin intermediul functiilor de mai
multe variabile, adica a functiilor care au drept domeniu o submultime a lui
R™. Din acest motiv este necesar un studiu atent al proprietdtilor multimii
R™.

R"™ ca spatiu vectorial peste R
Produsul scalar in R”
Norma unui vector din R”
Inegalitatea Cauchy-Buniakovski-Schwarz
Bila deschisa, bila inchisa si sfera din R”

R™ ca spatiu vectorial peste R

Daca X, Xo,..., X,, sunt multimi nevide, atunci produsul lor cartezian,
X1x X9 x...x X, constd in toate perechile ordonate (1, zs, ..., T,), cux; € X,
pentru orice ¢ € {1,2,...n}.

In cazul in care toate multimile X; sunt identice, adicd X; = X, = ... =
X, = X, vom nota produsul cartezian

X; % Xo X .o x X, ™ X",

Vom lucra in cele ce urmeaza cu R".

Observatie. Asa cum uneori ne referim la R ca fiind dreapta reald, la
fel vom numi uneori R? planul real sau R3 spatiul real.

Observatie. Pentru simplificarea scrierii, vom nota
r = (xla L2 -y xn),

ar xi,xa, ..., T, S€ vor numi prima componentd, a doua componentd, ...., a
n-a componentd a lui x.
x va fi numit vector sau punct din R™.
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Elementul
0=(0,0,...,0)

se numeste originea sau vectorul zero al lur R™.
Vom introduce doud operatii algebrice pe R".

Definitie. Dacd ¢ € R gi x = (21,2, ...,x,) € R", atunci definim c - x
(notat pe scurt cu cx), numit produsul numdrului real ¢ cu vectorul x, astfel

c-x = (cry,cry, ..., cx,) € R™.
Dacay = (y1,Y2, ---, Yn) € R", atunci definim x+y, numit suma vectorilor

T §t Y, prin
r+y=(T1+ Y1, T2+ Yo, .0, T+ Yn) € R

Teorema. Fie x,y,z € R" gi b,c € R. Atunci avem:

A 1.
rT+y=y+x
A 2.
(r+y)+z=a+(y+2)
A3
0+z=x+0.
A4
x4+ (—x=(-1)xz+z=0.
I1
lr = x.
I 2.
b(cz) = (be)x.
D

clz+y) =cr+cy
1
(b+ c)x = bx + cx.

Observatie. Prin urmare, R", cu cele doud operatii descrise mai sus,
este spatiu vectorial peste R.
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Observatie. Vom folosi urmatoarele notatii

§i

Observatie. Sistemul B = {ey, e, ...,e,}, unde e; = (1,0,...,0), eg =
0,1,...,0), ..., e, = (0,...,0,1), formeazd o bazd a spatiului vectorial real
R™, orice vector x = (x1, X2, ..., x,) € R" putdnd fi scris sub forma

r = (21,22, ..., Ty) = 161 + Toey + ... + Tpey.

Produsul scalar in R" gi norma unui vector din R"

Definitie. Pentru x = (z1,%2,....,x,) € R" i y = (y1,%2,-.-,Yn) € R"
definim x -y (notat pe scurt xy), numit produsul scalar al vectorilor z si v,
prin

Ty =2x1Y1 +Ta2Y2 + ... + Tnyn

i norma lui x, notatd ||z, prin

loll = Va7 = /et + a3 + ..+ a2,

Tata principalele proprietéti ale produsului scalar.
Propozitie. Pentru x,y,z € R" si ¢ € R avem:

i)

xz-x > 0.

iv)



§i
(x4y)-z=ax-24+y- 2
v)
(cz) y=clz-y) =z (cy).

Vom prezenta acum principalele propriet#ti ale normei (sau lungimii) unui
vector.

Propozitie (Proprietitile Normei). Fie z,y € R" gi ¢ € R. Atunci:
i)
ol > 0.
ii)
|z|]| =0 <=z =0.
iii)
lex|| = lef [l -

i)

[zl =Nyl <

+
z—y| <zl +[lyll-

Observatie. Numdarul real ||z|| poate fi gandit ca fiind lungimea lui x
sau ca fiind distanta de la 0 la x.

Mai general, ||z — y|| poate fi interpretata ca distanta de la x la y.

Astfel

i) spune cd distanta de la x la y este un numdr real pozitiv care este 0
dacd g1 numai dacda x = v,

iii), pentru ¢ = —1, aratd ca

lz = yll = lly = =l

adicd distanta de la x la y este egald cu distanta de la y la x,
iar w) implicd inegalitatea

lz = yll < llz =zl + Iz — ]l

care este cunoscutd sub numele de inegalitatea triunghiulus.
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Propozitie (Identitatea Paralelogramului). Dacd x,y € R", atunci

2+ yl* + llz = ylI* = 2(lll* + |ly1)-

Observatie. Numele de Identitatea Paralelogramului este justificat de
urmdtoarea interpretare geometrica: in paralelogramul cu virfurile 0, x, x+y
sty suma pdtratelor lungimilor diagonalelor este egald cu suma pdtratelor
lungimilor laturilor. Importanta identitatii paralelogramului rezidd in faptul
cd satisfacerea ei pentru orice doi vectori caracterizeazd normele care provin
dintr-un produs scalar (vezi [1], pagina 27).

Prezentdm acum un rezultat care arata relatiile dintre lungimea unui
vector si valorile absolute ale componentelor sale.

Propozitie. Pentru © = (x1,xs,...,z,) € R", avem

‘xl‘ S ||$H S \/ﬁsup{‘x” 9 |l’2‘ PIRRES |xn|}

Observatie. Inegalitatea de mai sus aratd cd dacd lungimea lui x este
micd, atunct lungimile componentelor lut x sunt mici i reciproc.

Inegalitatea Cauchy-Buniakovski-Schwarz

Vom prezenta acum un rezultat foarte util (vezi spre exemplu demon-
stratia faptului cid orice aplicatie liniara avind domeniul R? si codomeniul
R? este continud, precum si Lema de aproximare folositd in demonstratiile
teoremelor de injectivitate si surjectivitate locald) care a fost demonstrat de
citre Cauchy.

Deoarece Buniakovski gi Schwarz au dat generalizdri utile ale acestui
rezultat, el se numeste inegalitatea Cauchy-Buniakovski-Schwarz.

Nota istoricd. Matematicianul francez Augustin-Louis Cauchy (1789 -
1857) a fost fondatorul Analizei Matematice moderne. Laplace si Lagrange
au fost prieteni ai familiei Cauchy. La sfatul lui Lagrange, tatal lui Cauchy a
decis ca inainte de a incepe un studiu serios al matematicii, fiul sdu are nevoie
de un studiu temeinic al limbilor clasice. Astfel, incepand cu 1802, Cauchy
studiazi, timp de doi ani, limbile clasice la Ecole Centrale du Panthéon, iar
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din 1805 pani in 1807 este student la Ecole Polytechnique, pentru ca apoi
si urmeze cursurile de la Ecole des Ponts et Chaussées. In 1810 primeste
prima slujba la Cherbourg unde contribuie la realizarea infrastructurii por-
tuare necesare razboaielor purtate de cdtre Napoleon. Cauchy era un catolic
fervent, fapt care i-a cauzat unele nepldceri. Dupéd incercéri nereusite de
a obtine o pozitie academici la Ecole des Ponts et Chaussées, Bureau des
Longitudes si Ecole Polytechnique, fiind preferati in defavoarea sa Legen-
dre, Poinsot, Molard si Binet, reuseste si obting, in 1815, un post la Ecole
Polytechnique, iar ulterior, in 1817, un post la Collége de France.Cursul siu,
intitulat Cours d’analyse, aparut in 1821, prezintd teoremele de bazi ale
analizei matematice intr-un mod foarte riguros. Cartea Lecons sur le Calcul
Différentiel poate fi considerata ca primul curs riguros de analizd complexa.
In 1816 primeste marele premiu al Academiei Franceze de Stiinte pentru o
lucrare asupra undelor si devine membru al Academiei de Stiinte. Relati-
ile lui Cauchy cu ceilalti membri ai comunitatii stiintifice nu au fost prea
bune, fiind celebre in epoca opiniile deloc magulitoare la adresa sa ale lui
Poncelet si Abel. Din cauza conjucturii politice, in 1830, Cauchy petrece o
scurtd perioadd in Elvetia. Deoarece nu este de acord sa depund juramén-
tul de credinta fatd de noul regim instalat la Paris, isi pierde toate pozitiile
detinute in Franta. In 1831 pleac la Torino unde acceptd oferta regelui
Piemontului de a ocupa o catedrs de fizicx teoretici. In 1833 pleaci la Praga
pentru a-1 insoti in exil pe regele Charles al zecelea, unde se intalneste cu
Bolzano. Se inapoiazi la Paris, in 1838, unde isi reocupa locul la Academie.
In 1848 isi recapits si pozitiile universitare. A fost unul dintre cei mai prolifici
matematicieni, publicAnd 789 de articole. Multe notiuni de analizd matem-
atice, analizd complex#, ecuatii diferentiale, fizici matematici si mecanici
teoreticd sunt legate de numele sau.

Nota istorica. Victor Buniakovski (1804-1889) a fost profesor la St.
Petersburg.

Nota istoricd. Hermann Amandus Schwarz (1843-1921) a fost studen-
tul si succesorul lui Weierstrass la Berlin. A avut numeroase contributii
matematice, in special in cadrul analizei complexe.

Inegalitatea Cauchy-Buniakovski-Schwarz. Dacd =,y € R", atunci

z-y <l {lyll -
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Mai mult, dacd x si y nu sunt zero, atunci avem egalitate dacd $t numai
dacd existd un numdr real strict pozitiv ¢ astfel ca

T = cy.
Demonstratie. Daca a,b € R si z = ax — by, atunci
z-z2>0,
de unde, folosind proprietatile precedente, avem
0 <ax-x—2abx-y+b%y-vy.

Alegem a = |ly|| si b = |[z[.
Prin urmare avem

2 2 2 2
O <llgll™ llzII” = 2l 1=l (= - v) + =" llyll™ =

= 2|l lyll Cllz lyll = (2 - y)),

de unde
vy <z |yl .

Daca x = cy, cu ¢ > 0, atunci

[zl = ¢ llyll,

deci
2
v-y=(cy-y=cly-y)=clyl” = (cllyl) vl = =yl -

Reciproc, dacd = -y = |z| ||y||, atunci pentru a = ||y| si b = ||z]],
elementul z = ax — by are proprietatea ca

z-z2=0,
de unde z = 0, adica
lyllz = [lz[ly.
Prin urmare
T = cy,

unde ¢ = HTIH (cdci ||ly|| # 0).

98



Corolar. Daca x,y € R", atunci

lz -yl < =l |yl -

Mai mult, dacd x si y nu sunt zero, atunci avem egalitate dacd $t numai
daca existd un numdr real c astfel ca

T = cy.

Observatie. Dacd ||z]| = |ly|| = 1, atunci |z -y| < 1, iar in acest caz
x -y poate fi intepretat geometric ca fiind cosinusul unghiului dintre x si y.
In R? sau R3, unde se poate defini unghiul ¢ dintre x si y, se aratd cd
x -y = ||z| [|y|| cos p; aceastd formuld este folositd adesea pentru a defini
produsul scalar x-vy. In prezenta unui produs scalar geometria spatiului este
mult mai bogatd deoarece se poate defini notiunea de unghi dintre doi vectori.

Fenomenele descrise mai sus permit trecerea la un nivel nou de abstrac-
tizare prin degajarea urmatoarelor definitii:

Definitie. Dat un spatiu vectorial real V', o functie <,>:V xV — R
care satisface urmatoarele proprietdati:

1)

<ar+ By, z>=<ax,z>+ < Py, z >,

pentru orice x,y,z € V si orice o, € R;

2)

<3y >=<y,T >,

pentru orice x,y € V;

3)

<z, x>>0,

pentru orice x € V;
4) pentru orice x € 'V,

<z, z>=0&2=0,
se numeste produs scalar pe V.

Definitie. Dat un spatiu vectorial real V, o functie ||.|| : V' — R care
satisface urmdatoarele proprietdati:
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1)

] =0,

pentru orice x € V;
2) pentru orice x € V,

2]l = 0 < 2 = 0;

3)

lac| = lef |zl

pentru orice x € V' si orice o € R;
4) pentru orice x,y € V, avem

Iz +yll < llzll + llyll,

se numegte normd pe V.
Perechea (V,||.||) se numeste normd pe V.

Exercitii
1. S4 se arate cd functia f: R"™ — R data de

f@@) = llzlly = | + [a] + o + [

pentru orice x = (x1, T3, ..., z,) € R", este 0 norma care nu satisface identi-
tatea paralelogramului.
2. Si se arate ca functia f : R™ — R data de

f(@) = |zl = sup{laal, 22|, -..; nl},

pentru orice x = (1, Z2, ..., T,) € R", este o norma care nu satisface identi-
tatea paralelogramului.
Observatie. Mai general, pentru p € [1, o0, functia f : R” — R dati de

& 1
(Z|xk\p)P, daci p € [1,0)
k=1

sup{|z1|, |xa|, ..., |xnl}, dacd p= o0

flx) ={

Y

pentru orice x = (21, x9, ..., T,) € R™, este o norm4 care satisface identitatea
paralelogramului daca si numai daca p = 2.
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3. Sa se arate cd existd a si b numere reale strict pozitive astfel ca
allzlly < =l < bl

pentru orice z € R".
4. Si se arate cd existd a si b numere reale strict pozitive astfel ca

allz)l, < [l < bll2ll;

pentru orice x € R".

Observatie. Ultimele doud exercitii exemplifici un fenomen mult mai
general, anume faptul ci pentru orice dou#t norme ||.||; si ||.||, pe R™ existd
a, 5 € [0,00) astfel incat

Hle <a ||55H2 <p ||$H17

pentru orice z € R".
5. Este adevarat cd

2 -yl <[zl [lyll,
si
[z -yl < [zl [yl -

pentru orice x,y € R"?
6. Dacd z,y € R", este adevarat ci

[z +yll = ll=ll + llyll

daca si numai daci exista ¢ > 0 astfel ca x = cy sau y = ca?
7. Daca z,y € R", este adevarat ca

12+ Ylloe = 7l + llvll

daca si numai daca existd ¢ > 0 astfel ca x = cy sau y = ca?
8. Si se arate cd daca z,y € R", atunci

lz +ylI” = llz” + lyll”

daca si numai daca x -y = 0.
In acest caz spunem ca z si y sunt ortogonali sau perpendiculari.

Bila deschisa, bila inchisa si sfera din R”
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Definitie. Fie x e R" si r € R, r > 0.
Atunci multimea
{y eR" [ [lz =yl <7}

se numegte bila deschisd cu centrul = i raza r (din R™) gi se noteazd cu
B(z, 1), multimea
{yeR"||lz—yll <7}

se numegte bila inchisd cu centrul © gi raza r (din R") si se noteazd cu
Blz,r], iar multimea
{yeR" ||z —yll =1}

se numeste sfera cu centrul x gi raza v (din R™) si se noteazd cu S(x,r).
Exercitiu. Descrieti multimile

By ={z e R*|||z[l, < 1},

By={zx¢€ R? | ||z]| < 1}
si

Boo = {z € R?| |||, < 1}.

REZUMAT

Dacd c € Rsi x = (xy1, 29, ..., z,) € R", atunci definim c-z (notat pe
scurt cu cx), numit produsul numéarului real ¢ cu vectorul z, astfel
c-x = (cxy,cxy,...,cx,) € R

Daci y = (y1,%2,---,yn) € R", atunci definim x + y, numit suma
vectorilor x si y, prin z +y = (x1 + y1, T2 + Y2, ..., Tp + Yn) € R™.

R™, cu operatiile descrise mai sus, este spatiu vectorial peste R.

Sistemul B = {ej,ey,...,e,}, unde e; = (1,0,...,0), e = (0,1, ...,0),
ey €5 = (0,...,0,1), formeazd o bazi a spatiului vectorial real R",
orice vector r = (r1,73,...,x,) € R" putand fi scris sub forma z =
(21, T2, ., Tp) = T1€1 + Tolo + ... + Tpey,.

Pentru x = (z1,29,...,2,) € R" si y = (y1,¥2, .-, Yn) € R", definim
x -y (notat pe scurt zy), numit produsul scalar al vectorilor x si y,
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prin = -y = 1y + Tays + ... + Ty, i norma lui z, notatd ||z||, prin
|zl = Va7 = \/2} + 23 + ... + 22.

Inegalitatea Cauchy-Buniakovski-Schwarz. Daca z,y € R", atunci
|z -yl < [|z]|||ly]|].- Mai mult, daci = si y nu sunt zero, atunci avem
egalitate daca si numai daca existda un numar real c astfel ca r = cy.

Proprietitile Normei. Fie 2,y € R" si ¢ € R. Atunci: i) ||z| > 0;

o0 oo . +
i) flz] = 0 <= = = 05 i) flez| = [el 2ll; i) [l = Iglll < H—yH <

]l + Myl

Fie z ¢ R" gi r € R, r > 0. Atunci multimea {y € R" | ||z —y|| < r}
se numeste bila deschisid cu centrul z si raza r (din R"), multimea
{y € R" | |z —y|| < r} se numeste bila inchisd cu centrul = si raza

r (din R"), iar multimea {y € R" | ||z — y|| = 7} se numeste sfera cu
centrul z si raza r (din R™).
Pentru z = (z1, 29, ..., z,) € R, avem |z;| < ||z|| < v/nsup{|zi],|z2|, ..., |znal}.
Bibliografie

1. Nicu Boboc, Analiza Matematica II, Editura Universitatii din Bu-
curesti, 1998 - cota la biblioteca Facultdtii de Matematicd si Informatica,
Universitatea din Bucuresti II 39214
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ELEMENTE DE TOPOLOGIE
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NOTIUNI ELEMENTARE DE TOPOLOGIE PE R" SI R

Multime deschisa si multime inchisa
Vecinatate a unui punct
Punct interior al unei multimi
Punct de acumulare al unei multimi
Teorema intervalelor nevide inchise incluse din R"
Teorema Bolzano-Weierstrass
Teorema de structura a multimilor deschise
Marginile unei multimi marginite de numere reale sunt puncte
aderente ale multimii
Definitia spatiului topologic
Structura topologici a lui R

La mijlocul secolului al XIX-lea a inceput o dezvoltare cu totul noud a geome-
triei, care curand a devenit una dintre marile forte ale matematicii moderne. Noul
subiect, denumit topologie sau analysis situs, are ca obiect studiul proprietétilor
figurilor geometrice care persistd, chiar daca figurile sunt supuse unor transfor-
mari care distrug toate proprietdtile lor metrice si proiective. ... Cand Bernhard
Riemann a venit la Gottingen ca student, atmosfera matematicd a acestui origel
universitar era plind de interes pentru aceste noi si ciudate idei geometrice. Curand
el gi-a dat seama c# in aceste idei se afli cheia intelegerii celor mai profunde pro-
prietdti ale functiilor analitice de o variabild complexsd. Poate c& nimic nu a dat
un impuls mai puternic dezvoltarii ulterioare a topologiei decAt marea constructie
a teoriei lui Riemann a functiilor, in care notiunile topologice sunt absolut funda-
mentale. (Ce este matematica?, de R. Courant si H. Robbins, Editura Stiintifici,
Bucuresti, 1969, pagina 252).

Multe dintre rezultatele importante ale analizei se bazeaza pe notiuni si
rezultate de topologie.

Vom introduce conceptele de baza ale topologiei si vom prezenta cateva
dintre proprietétile topologice cruciale ale lui R™.
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Multime deschisa si multime inchisa

Definitie. O submultime D a lui R™ se numeste deschisd in R™ (sau
simplu deschisd) dacd pentru orice punct x din D existd un numdr real strict
pozitiv v astfel ca bila deschisd cu centrul x st raza r sd fie continutd in D.

Observatie. Altfel spus, multimea D din R" este deschisd dacd orice
punct al sau este centrul unei bile deschise continutd in D.

Exemple-Exercitii

1. R" este deschisa.

2. (0,1) este deschisd in R, dar [0, 1] nu este deschisd in R.

3 {(v,y) e R? | 22+ 2 < 1} si {(z,y) € R? | 0 < 2? +9* < 1} sunt
deschise in R?, dar {(z,y) € R? | 2% + y* < 1} nu este deschisd in R2.

4. {(z,y) e R?*| z € (0,1) si y = 0} nu este deschisd in R? (a se compara
cu 2).

5. {(z,y) € R? | x € (0,1)} este deschisd in R?.

6. {(z,y) e R?| z € [0,1)} nu este deschisd in R2.

7. Orice bila deschisd din R™ este deschisad in R™.

Propozitie (Proprietitile multimilor deschise)

i) 0 gi R™ sunt deschise (in R™).

it) Intersectia oricaror doud multimi deschise din R™ este o multime de-
schisa din R™.

i11) Reuniunea unei familii arbitrare de multimi deschise din R™ este o
multime deschisa din R".

Observatie. Intersectia unei familii finite de multimi deschise din R"
este o multime deschisa din R™.

Intersectia unet familii infinite de multimi deschise din R™ nu este, in
general, o multime deschisa din R", asa cum aratd urmdtorul exemplu:

este o multime deschisa, pentru orice n € N, dar

N D, = [0,1],

neN

iar [0,1] nu este multime deschisd.
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Definitie. O submultime F a lui R™ se numeste inchisd in R™ (sau
simplu, inchisda) dacd R" — F este deschisd in R".

Exemple-Exercitii.

. R™ este inchisa.

. [0,1] si {z € R |0<z} sunt inchise in R.
{(z,y) € R? | 22 + y? < 1} este inchisd in R?.
{(z,y) € R?* | y > 0} este inchisd in R2.
A(z,y,2) € R® | x =y = 2} este inchisd in R3.
. Orice bild inchisa din R™ este inchisd in R".

=S B NI R

Propozitie (Proprietitile multimilor inchise)

i) 0 gi R™ sunt inchise (in R™).

it) Reuniunea oricaror doud multimi inchise din R"este o multime inchisa
din R".

i11) Intersectia unei familii arbitrare de multimi inchise din R" este o
multime inchisa din R™.

Observatie. Degi in vorbirea curenta, ca de eremplu atunci cind ne
referim la o usd sau o fereastrd, cuvintele deschis si inchis sunt antonime,
nu acelasi lucru este valabil in contextul de mai sus.

Spre exemplu R™ gi ) sunt multimi deschise si inchise (in R™), iar [0,1)
nu este nici deschisd nici inchisd (in R).

Vecinatate a unui punct

Vom introduce acum o altd notiune topologicéd care ne va fi utila ulterior
si care permite caracterizarea multimilor deschise si inchise in alt mod.

Definitie. Dacd x € R", atunci orice multime care contine o multime de-
schisd (in R™) ce contine x se numeste vecindtate (in R™) a lui x. Multimea
vecindtatilor lui x se noteazd cu V,.

Punct interior al unei multimi

Definitie. Un element x € R" se numeste punct interior al multimii A
dacd aceasta este o vecindtate (in R™) a lui .
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Punct de acumulare al unei multimi

Definitie. Un element x € R" se numeste punct de acumulare al multimii
A daca orice vecindtate (in R™) a lui x contine cel putin un punct al lui A

diferit de x.
Multimea punctelor de acumulare ale lui A se noteazd cu A'.

Exercitii

1. O multime V' C R"™ este vecindtate a lui z € R™ daci si numai daca
existd o bilda deschisa din R”, cu centrul in x, continutd in V.

2. Un element x € R” este punct interior al multimii A dac& si numai
dacd existd o bild deschisd din R”, cu centrul in z, continutd in A.

3. Un element x € RP este punct de acumulare al multimii A daci si
numai dac# pentru orice n € N, existd z,, € A astfel ca 0 < ||z — z,[| < =.

4. Orice punct din [0, 1] este punct de acumulare al lui [0, 1]. Orice punct
din (0,1) este punct interior al lui [0, 1], dar 0 si 1 nu sunt puncte interioare
ale lui [0, 1].

5. Orice punct al lui (0, 1) este punct de acumulare si punct interior al
lui (0,1). Totusi, 0 si 1 sunt de asemenea puncte de acumulare ale lui (0, 1),
deci un punct de acumulare al unei multimi nu apartine neapdrat multimii
respective.

6. Si se determine punctele de acumulare si cele interioare pentru A =
0,1] N Q.

7. O submultime finitd a lui R™ nu are puncte de acumulare si nici puncte
interioare.

Teoremd (de caracterizare a multimilor deschise in termeni de
puncte interioare si in termeni de vecinatati). Pentru o submultime
A a lui R"™, urmdtoarele afirmatii sunt echivalente:

i) A este deschisa (in R™).

it) Orice punct al lui A este un punct interior al lui A.

i11) A este vecinatate (in R™) pentru orice punct al sdu.

Urmétorul rezultat este extrem de util (vezi demonstratia teoremei Heine-
Borel, teoremei de permanentd a compacititii pentru functii continue etc).

Teoremi (de caracterizare a multimilor inchise in termeni de
puncte de acumulare). O submultime F a lui R™ este inchisa (in R™)
dacd i numai dacda I contine orice punct de acumulare al sau.

108



Demonstratie.

”=" Fie x un punct de acumulare al lui F'.

S& presupunem, prin reducere la absurd, ci = ¢ F'.

Atunci x € R” — F, gi cum R" — I este multime deschisad, deducem ci
R™ — F' este o vecindtate a lui x.

Cum zx este un punct de acumulare al lui ', R” — F' contine cel putin un
punct din F.

Aceastd contradictie incheie demonstratia acestei implicatii.

7«<" Vom arata cd R" — I este deschisa.

Daca y € R” — F', atunci y nu este un punct de acumulare al lui F', deci
exista o vecindtate V' a lui y care nu contine puncte din F,ie. V CR" — F,
adica R™ — F este o vecinitate a lui y.

Prin urmare, cum y a fost ales arbitrar in R” — F', deducem cd R" — F
este deschisa.

Teorema intervalelor nevide inchise incluse din R"

Reamintim ca dac& a,b € R, cu a < b, intervalul deschis din R, notat cu
(a,b), este multimea deschisa

(a,b) ={x € R |a <z < b}.
Similar, intervalul inchis din R, notat cu [a, b], este multimea inchisd
[a,b] = {z € R |a <z < b}.

Produsul cartezian a doud intervale se numeste dreptunghi, iar produsul
cartezian a trei intervale se numeste paralelipiped. Pentru simplitate, vom
folosi termenul de interval (din R™), indiferent de n, mai precis vom adopta
urmatoarea:

Definitie. Un interval deschis J, din R"™, este produsul a n intervale
deschise din R.

Observatie. Prin urmare, dat un interval deschis J, din R", existd aq,
a2, ...y Qp, b1, ba, ..., by ER, a1 < by, ag < by, ..., a, < by, astfel ca

J={x=((,Cs,--C,) ER" | a; < (; < b, pentru orice i € {1,2,...n}}.

Similar, avem:
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Definitie. Un interval inchis I, din R™, este produsul a n intervale in-
chise din R.

Observatie. Prin urmare, pentru un interval inchis I, din R"™, exista
a1, A9, ..., Ap, by, bo, ..., by € R, a3y < by, as < by, ..., a, < b, astfel ca

I={z=((,C9, - C,) €ER" | a; < (; < by, pentru orice i € {1,2,..n}}.

Definitie. O submultime a lui R™ este marginita dacd existd un interval
in care este continutd.

Exercitii

1. Un interval deschis din R" este multime deschisa.

2. Un interval inchis din R"™ este multime inchisa.

3. O submultime a lui R™ este marginitd dacd si numai daca exista o bild
in care este continuta.

Asa cum am vazut, proprietatea cruciald a sistemului numerelor reale,
echivalentd cu faptul ci relatia de ordine pe R este completd, este faptul ca
pentru orice sir de intervale nevide inchise incluse din R, existd un element,
din R, care se afld in fiecare interval. Aceasta proprietate este valabilad intr-un
cadru mai general (anume in R™). Mai precis este valabild urm#toarea:

Teoremi (a intervalelor nevide inchise incluse). Fie (I,,)m>1 un
gir de intervale nevide inchise incluse din R", deci, astfel ca

L2D.. 20,2 D....
Atunci existd un element din R™ care se afld in fiecare interval.
Teorema Bolzano-Weierstrass

Urmatorul rezultat este extrem de important pentru ceea ce urmeazs a fi
prezentat in continuare.

Teorema Bolzano - Weierstrass. Orice submultime mdrginitd gi in-
finita a lut R™ are (cel putin) un punct de acumulare.
Demonstratie. Fie B o submul{ime marginita si infinitd a lui R™.
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S& consideram [; un interval inchis astfel ca
B CI,.

Prin injumatatirea ”laturilor” lui /; se obtin 2" intervale inchise incluse
in Il-

Deoarece B este infinitd, cel putin unul dintre cele 2" intervale inchise
incluse in I; va contine o infinitate de elemente din B.

Fie I un astfel de interval inchis inclus in /.

Se repeta procedeul de mai sus si se obtine un sir Iy, I, ..., I, ... de inter-
vale nevide inchise incluse din R".

Conform rezultatului precedent existd n € R™ astfel ca

77€Ik,

pentru orice k € N.

Vom ardta cd n este punct de acumulare al lui B, ceea ce va incheia
demonstratia.

S& observam pentru inceput cad

e 1
0 < I(1y) e/ max{b¥ —a¥,..., 0F —af} = Fl(h),

unde
I, = [a¥, bF] x ..[a", bF],

n’-n

pentru orice k € N.
Fie V o vecinatate arbitrara a lui 7.
Atunci existd r € R, r > 0, astfel ca

z€R™ |lz—n|l<r=z€V.
Alegem k, suficient de mare, astfel incat s& avem
I, CV.
Alegerea unui astfel de k este posibild deoarece pentru 7 si w din I, avem

I wll < VAL = 2un)
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si existd k, suficient de mare, astfel incat sa avem

n
Qk—f_lzul) <r

Pentru un astfel de k avem
I, CV.

Deoarece I}, contine o infinitate de elemente din B, deducem cd V' contine
cel putin un element al lui B diferit de 7.
Prin urmare 7 este punct de acumulare al lui B.

Nota istoricd. Karl Weierstrass (1815-1897) a fost profesor la Berlin
si a avut o influentd covarsitoare la dezvoltarea Analizei Matematice. S-a
niscut in 1815 in Ostenfelde, Bavaria. Intre 1829 si 1834 urmeazi cursurile
gimnaziului catolic din Paderborn, unde cap#ti o instructie matematica mult
peste ceea ce se astepta la acel nivel (citea regulat Crelle’s Journal). In 1834,
la insistentele tatalui sdu si impotriva vointei sale de a studia matematica,
se inscrie la Universitatea din Bonn pentru a studia dreptul, finantele si
economia. Rezultatul acestui conflict a fost o perioada de 4 ani de viata
usoard, nededicatd studiului acestor stiinte. A studiat insd matematica pe
cont propriu. In 1839 se inscrie la Academia din Miinster, unde il intalneste
pe Gudermann, care l-a incurajat puternic in studiile sale matematice. In
1841 este numit profesor la gimnaziul din Miinster, iar in 1842 la cel din
Deutsche Krone unde sta pana in 1848, cadnd se mutéa la colegiul Hoseanum
din Braunsberg. A publicat cateva articole referitoare la functii abeliene in
revista acestui gimnaziu, care nu au avut ecou. Dupd ce in 1854 publica
in Crelle’s Journal articolul ”Zur Theorie der Abelschen Functionen”, Uni-
versitatea din Konisberg 1i decerneaza titlul de doctor. Dupa o numire la
Technische Hochschule din Berlin, Universitatea din Berlin ii ofera ceea ce
dorea de mult, anume un post de profesor. In 1861 accentul pus pe rigoare
il va conduce la descoperirea celebrului exemplu de functie continué care nu
este derivabild in nici un punct, exemplu ce a produs stupoare la acea data.
Lista studentilor lui Weierstrass este numeroasi: Cantor, Frobenius, Holder,
Hurtwiz, Klein, Kneser, Lie, Mertens, Minkowski, Mittag-Leffler, Schwarz,
Stolz. A murit, in 1897, la Berlin.

Nota istoricd. Bernard Bolzano (1781-1848) a fost profesor de filosofia
religiei la Praga, dar a avut contributii importante gi la dezvoltarea Analizei
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Matematice, fiind, impreuna cu Cauchy, un pionier in introducerea rigorii in
acest domeniu.
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Exercitii

1. Si se giseascd o submultime a lui R? care nu este nici deschisi, nici
inchisa.

2. Orice submultime deschisi a lui R” este reuniunea unei familii numara-
bile de multimi inchise.

3. Orice submultime inchisa a lui R™ este intersectia unei familii numara-
bile de multimi deschise.

4. (Aderenta sau inchiderea unei multimi) Pentru o submultime A
a lui R™, fie A intersectia tuturor submultimilor inchise a lui R™ care contin
pe A.

A se numeste inchiderea lui A si este cea mai mic# (in sensul incluziunii)
multime inchisd care contine pe A.

S& se arate ci:

i) A este o multime inchisi;

ii)

S
IN
=l

iii)

el
I
=l

iv)
A este inchisd daci gi numai dacad A = A;

v)
A={zcR"| B(z,r)N A} # @, pentru orice r > 0} =

={x e R" | VN A # @, pentru orice vecindtate V a lui z};

vi)

AUB=AUB;

vii) Este adevarat ca S
ANB=ANB?

5. (Interiorul unei multimi) Pentru o submultime A a lui R", fie A
reuniunea tuturor submultimilor deschise a lui R™ care sunt continute in A.

[e]

A se numegte interiorul lui A gi este cea mai mare (in sensul incluziunii)
multime deschisd care este continutd in A.

Sd se arate cd:

i) A este o multime deschiss;
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i)

0
N
S

iii)

4

Q0 0
Il

iv)
o

A este deschisd dacd gi numai dacd A = A;

A= {z € R" | existd r > 0, astfel incat B(z,r) C A} =
= {z € R" | existd o multime deschisi astfel incat = € D C A};
vi)
ANB=ANB;
vii)
R" = R";

viii) Existd o submultime A a lui R™ astfel ca ;1 =0si A=R"?
6. Sa se arate cd, pentru o submultime A a lui R”, avem:

o

Ri—A=R"— A

si
R*" — A=R"—A.

7. S& se arate ca dacd A si B sunt multimi deschise din R, atunci A x B
este multime deschisd din R2.

8. Fie A si B submultimi ale lui R. Atunci A x B este o multime inchisa
din R? daci si numai dacd A si B sunt multimi inchise din R.

9. (Acest exercitiu va fi folosit in cadrul demonstratiei Teoremei Arzela-
Ascoli.) Dacd A este o submultime a lui R", atunci existd o submultime
numdrabild C' a lui A astfel cd dacd x € A si ¢ € R, € > 0, atunci existd un
element z € C astfel ca ||z — z|| < e. Deci, orice element al lui A este fie in
C, fie este un punct de acumulare al lui C.

10. Daca A este o submultime a lui R", atunci x € R™ este un punct
de acumulare al lui A dacd si numai dac& orice vecindtate a lui = contine o
infinitate de puncte din A.
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11. O submultime finitd a lui R” nu are puncte de acumulare. Exista
submultimi nemarginite ale lui R care nu au puncte de acumulare.

12. (Frontiera unei multimi) Dacd A este o submultime a lui R",
atunci x € R" se numeste punct frontierd al lui A daca orice vecinédtate a lui
x contine (cel putin) un punct din A si (cel putin) un punct din R™ — A.

Multimea punctelor frontiers se noteaza cu Fr(A).

Sa se arate ca

FriA)=AnR" — A=A A.

S& se arate ca multimea A este deschisd daca si numai dacd nu contine
nici unul dintre punctele sale frontiera.

S& se arate cd multimea A este inchisa dacd si numai dacad contine toate
punctele sale frontiers.

S& se arate cd, dacd B este o altd submultime a lui R”, atunci

Fr(AuB) C Fr(A)U Fr(B)

! Fr(AnB) C Fr(A)U Fr(B).

S4 se arate ca
Fr(AU Fr(A) C Fr(A).

Observatie. Notiunea de frontierd a unei multimi R™ din intervine in
mod esential in a doua teoremd de integrare pentru integrala Riemann mul-
tipla (vezi pagina ), precum i in demonstratiile lemelor de la paginile .

13. Si se determine A, A, A" si Fr(A), pentru urmitoarele submultimi
ale lui R:
a) A=1[0,1]U{2};
b) A =1, % ,n,...};
c) A=Q;
d) A (0 1)NQ;
e) A

Teorema de structura a multimilor deschise

Rezultatul de mai jos arata ci intervalele deschise constituie "caramizile"
cu ajutorul cdrora se poate construi orice multime deschisa a dreptei reale.
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Teorema de structurd a multimilor deschise. Orice multime de-
schisd st nevidd a dreptei reale se poate reprezenta ca o reuniune numdarabild
de intervale deschise, disjuncte doud cdte doud.

Demonstratie. Fie U o multime deschisd a dreptei reale.

Pentru un punct x € U vom construi cel mai mare interval deschis care
contine pe z si care este continut in U, interval notat cu [, si numit compo-
nentd a lui U.

Deoarece U este deschisa, existd € > 0 astfel incat

(x—e,x4+¢e)CU.
Fie
S={yeR|z<ysiy¢ U}

Daca S = @, atunci
(r,00) CU.

Dacid S # @, atunci, cum S este minorata, existd ( = inf S.
Atunci

CEU.

Intr-adevir, dac# presupunem, prin reducere la absurd, ci ¢ € U, atunci,
cum U este deschisd, existd 6 > 0 astfel incat (( —6,(+9) C U.
Deoarece inf S = ( < ( + 0, existd y € S cu proprietatea ca

(—o0<(<y<(+9,

deci
ye(C_67C+5)gU7

de unde obtinem contradictia

In particular, avem
x # (.
De asemenea, avem
(z,() € U.

Intr-adevir, daci presupunem, prin reducere la absurd, ci existi xo €
(x, () astfel incat z¢ ¢ U, atunci xy € S, de unde contradictia ¢ < xo.

117



O constructie analoagd la stdnga punctului x ne asigura existenta unui
interval deschis

IE = (777 C) g U7

unde 7, ¢ € R, cu proprietatea ci n,( ¢ U.
Este evident ca
U= Ul,.

zeU

Fie I,, = (11, ¢4) si L, = (99, (5) doudl componente ale lui U.
Daca I,, N I, # &, atunci

I, =1,,.

Tntr—adevér, fie xg € I, N I,.

Atunci 1y < xg < (4 $i 10y < 29 < (5.

Daci (; < (,, atunci 7y, < g < {; < (,, de unde ¢; € (1y,(y) C U,
contradictie care aratd cd (; > (,. Similar obtinem ¢; < (,.

Deci ¢; = (,. Analog se arata cd 17, = 1,.

In concluzie I, = I,,.

Dacid M reprezinta familia componentelor distincte ale lui U, putem con-
sidera functia f : M —Q data de

f(I:L") =T,

unde 7, € QNI,.
Deoarece elementele familiei M sunt distincte, f este injectiva, deci, cum
Q este numarabild, M este cel mult numarabila.

Observatie. Fie a,b € R astfel incat

n<a<b<(.

Atunci
Iy = (n.¢) = (n,a] U [a,b] U b, Q). (*)
Cum
1
> 0,
a—=n
datorita faptului cd R este corp arhimedeean, existd ng € N astfel incat
1
Ng > .
a—n
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Atunci

(mal= U it ——n+ JUl+
,al = , — ., al.
" neN, n>ng n n+1 " il No
Tntr—adevér, incluziunea O este imediata.

Pentru a justifica incluziunea C, vom considera = € (7, al.
Daci © € [+ ;- al, atunci

e U [n+ +1] Uln+ ! ]
T —. al.
neN, nZnon _'_1777 n n()’

Dacd x € (n,n + n—lo], atunci cu notatia n = [I%n], avem

n < <n+1,
r—n
i.e.
L el
J— x J—
" n-+1 =1 n’
adica
€n+ ! +1]
x —— —
n n+1>77
Cum
€ ( +1)
x )
n,n o
avem
1
ng < —,
-n
de unde
1
nOSn:[ ]7
r—n
deci
e U I+ —— +1][+1]
t nEN,nZnOT} +1>77 n ’I’L()’a.

Prin urmare incluziunea C este justificata.

Asgadar intervalul (7, a] se poate reprezenta ca o reuniune numsrabild de
intervale inchise care au interioarele disjuncte.

Similar se justificd faptul cd intervalul [b, () se bucurd de aceeasi propri-
etate, deci, conform cu (x), intervalul I, = (1, () se poate scrie ca o reuniune
numdrabilad de intervale inchise care au interioarele disjuncte.
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Deducem astfel, din teorema de structurd a multimilor deschise din R,
cd orice multime deschisd a dreptei reale se poate reprezenta ca o reuniune
numdrabild de intervale inchise care au interioarele disjuncte.

De fapt are un loc un fenomen mai general, anume, daca prin cub din R"
intelegem produsul cartezian a n intervale inchise de aceeagi lungime, atunci
orice multime deschisd din R™ se poate reprezenta ca o reuniune numarabild
de intervale inchise care au interioarele disjuncte (vezi [2], paginile 71-72).

Acest fapt este util pentru a realiza o comparatie intre masura Jordan si
masura Lebesgue.
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Marginile unei multimi marginite de numere reale sunt puncte
aderente ale multimii

Teorema. Fie A o multime marginitd de numere reale.

Atunci:

i)sup A € A giinf A € A;

i) dacd sup A ¢ A, atunci sup A € A" i dacd inf A ¢ A, atunci inf A €

Demonstratie.
i) Pentru orice vecinidtate V' a lui sup A, existd ¢ > 0 astfel incat

(supA —¢e,supA+¢e) CV.

Atunci, conform caracterizarii cu € a marginilor unei multimi, existd a €
A astfel incat
supA —e<a<supA,

deci
a€ (supA—e,supA+e)NACVNA,

adica
VNA#g,

ceea ce aratd ci sup A € A. o
Similar se dovedeste c& inf A € A.
ii) Dac# sup A ¢ A, rationamentul de mai sus aratd

{V—{supA}}NnA#g,

deci
supAe A

Similar se justificd afirmatia privitoare la inf.
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Definitia spatiului topologic

Din cele discutate mai sus se degaja la un nivel de abstractizare mai
ridicat urmatoarele definitii:

Definitie. Fie X o multime nevidd. Se numeste topologie pe X o familie
de submultimi ale lui X, notatd T, care verificd urmdtoarele trei axiome:

1)0, X er

2) Dl, D2 S zmplzcd D1 ODQ S

3) Daca D; € T, pentru orice i € I, atunci igIDi eT.

Definitie. Se numeste spatiu topologic un dublet (X, T), unde T este o
topologie pe multimea X .
Elementele multimiz T se numesc multimi deschise.

Observatie. Notiunile de multime inchisd, vecindtate a unui punct,
punct intertor al unet multimi, punct de acumulare al uner multimi, inchiderea
unei multimi, intertorul unet multimi si cea de frontierd a unei multimi au
sens in cadrul mai general al unui spatiu topologic (vezi [1])..

Structura topologici a lui R
Propozitie. Mult{imea
7 ={D | D este deschisd in R}U{DU[—00,y) | D este deschisad in R gi y € R}U
U{D U (x, 0] | D este deschisd in R gi x € R}U
U{D U [—00,y) U (z,00] | D este deschisd in R §i z,y € R}
este o topologie pe R, numitd topologia uzuald pe R.

Observatie. Ca atare, toate notiunile topologice descrise mai sus au sens
in R.
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REZUMAT

O submultime D a lui R"” se numeste deschisi in R" (sau simplu,
deschisd) dacd pentru orice punct = din D existd un numdir real
strict pozitiv r astfel ca bila deschisa cu centrul = si raza r sa fie
continuta in D.

O submultime F' a lui R” se numeste inchisd in R" (sau simplu,
inchisd) dacd R" — F' este deschisd in R".

Daca r € R", atunci orice multime care contine o multime de-
schisd (in R") ce contine = se numeste vecinitate (in R") a lui z.

Un element » € R” se numeste punct interior al multimii A daca
aceasta este o vecinitate (in R") a lui z.

Un element z € R" se numeste punct de acumulare al multimii
A daci orice vecindtate (in R") a lui = contine cel putin un punct
al lui A diferit de =x.

Un interval inchis / din R” este produsul a n intervale inchise
din R.

O submultime a lui R” este marginita daca existd un interval in
care este continuta.

Teorem4 (a intervalelor nevide inchise incluse). Fie (/,,),,>1 un
sir de intervale nevide inchise incluse din R", deci, astfel ca [} O
Ib D .21, D I, O .. Atunci existda un element din R" care se
afla in fiecare interval.

Teorema Bolzano - Weierstrass. Orice submultime marginita si
infinitd a lui R” are un punct de acumulare.

Pentru o submultime A, a lui R?, fie A intersectia tuturor sub-
multimilor inchise a lui R” care contin pe A. A se numeste inchiderea
lui A si este cea mai micd (in sensul incluziunii) multime inchisa
care contine pe A.

Pentru o submultime A, a lui R”, fie A reuniunea tuturor sub-

multimilor deschise a lui R" care sunt continute in A. /ol se numeste
interiorul lui A si este cea mai mare (in sensul incluziunii) multime
deschisa care este continuti in A.

Daci A este o submultime a lui R”, atunci z € R” se numeste
punct frontierd al lui A daca orice vecinitate a lui =z contine (cel
putin) un punct din A si (cel putin) un punct din R" — A. Multimea
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punctelor frontiers se noteazi cu Fr(A) si avem Fr(A) = ANR" — A =
A— A

Orice multime deschisa a dreptei reale se poate reprezenta ca
o reuniune numarabild de intervale deschise, disjuncte doua cate
doua.

Fie A o multime marginitd de numere reale. Atunci sup A € A si
inf A € A.

Fie X o multime nevida. Se numeste topologie pe X o familie de
submultimi ale lui X notata 7 care verificd urmatoarele trei axiome:
1) 0, X € 75 2) Dy, Dy € 7 implicd D;ND; € 73 3) Daci D; € T pentru

orice i € I, atunci AUIDZ- € 7. Se numeste spatiu topologic un dublet
1€

(X, 7), unde 7 este o topologie pe multimea X. Elementele multimii
7 se numesc multimi deschise.

Multimea 7 = {D | D este deschisd in R} U {D U [—oc0,y) | D este
deschisd in R si y € R} U{D U (z,00] | D este deschisa in R si = €
R} U{D U [—o00,y) U (z,00] | D este deschisi in R si z,y € R} este o
topologie pe R, numits topologia uzuali pe R.
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CONEXITATE SI COMPACITATE

Multimi conexe
Multimi compacte
Teorema Heine-Borel
Teorema lui Cantor

Multimi conexe

Unele spatii pot fi impértite in mod mod natural in dou& sau mai multe parti.
De exemplu, spatiul care constd din dou& drepte care nu se intersecteazid poate fi
impdrtit in cele doud drepte. Iatd un alt exemplu: complementara in plan a unui
cerc constd din doud pirti: punctele aflate in interiorul acestui cerc gi punctele
aflate in afara lui. La fel, dacd p este un punct al dreptei L, atunci complementara
in L a acestui punct se imparte in mod natural in dou# semidrepte determinate de
p (indepértarea lui p divide L in doud parti). In fiecare din exemplele precedente
impértirea apare in mod natural si este unicd. Multimea Q a numerelor rationale
admite o astfel de impartire in mai multe moduri. Fiecare numdr irational x
produce o impértire a mulfimii @Q in mulfimea acelor numere ratioanle care sunt
mai mici decdt x si multimea numerelor rationale mai mari decat x. Multimea
numerelor irationale poate fi, la fel, impéartitd in mai multe moduri prin diferite
numere rationale. Pe de altd parte, unele multimi nu pot fi impértite in parti in
nici un mod natural; acest lucru este valabil de exemplu pentru dreapta, pentru
segmentul de dreaptd, pentru un plan si pentru discul circular. Este desigur posi-
bila o impértire fortatd a spatiului respectiv. De exemplu, dacé I este intervalul
[a,b] si ¢ este un numdr care satisface conditia a < ¢ < b, atunci ¢ imparte [
in doud intervale [a, c] si [c, b]. Insd, deoarece ele au un punct comun ¢, aceasti
impartire nu poate fi privitd ca satisficitoare. Am putea face o impértire inde-
partand punctul ¢ din una dintre multimi, s zicem din a doua. Fie A = [a, ] si
B = (¢,b]; atunci AU B =1 si AN B = @. Dar o astfel de impértire sau "ru-
pere" a lui I nu este naturald, deoarece mulfimea B se "lipeste" de A in punctul c.
Dac# indepértdm punctul ¢ si din A pentru a elimina "lipirea", atunci AU B # [
dar A U B este complementara punctului ¢ in [; deci acest exemplu este analog
exemplului legat de complementara punctului p pe dreapta L. (Introducere in
topologie, W.G. Chinn, N.E. Steenrod, Editura Tehnica, Bucuresti, 1981, paginile
51-52).
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O analizd atentd a rezultatelor de analizd matematica studiate in liceu
ne aratd ca un rol esential l-au jucat intervalele, adica multimile constituite
dintr-o "bucati". In cele ce urmeazi vom prezenta o generalizare a acestui
concept, anume notiunea de multime conexa.

Definitie. O submultime D a lui R" se numeste neconexd dacd existd
doud multimi deschise A si B cu proprietatea ca AND gt BN D sunt nevide,
disjuncte, tar reuniunea lor este D.

Definitie. O submultime C a lut R" se numeste conexd dacd nu este
neconexd.

Exemple

1. N este neconexa in R.

2. Multimea {= | n € N} este neconexd in R.
3. QN (0, 00) este neconexa in R.

Teoremd. Multimea I = [0,1] este conexd in R.

Demonstratie. Sa presupunem, prin reducere la absurd, cid exista doud
multimi deschise A si B astfel ca AN si B NI sunt nevide, disjuncte si
reuniunea lor este I.

S& presupunem cd 1 € B.

Fie c =sup(ANI) € AU B.

Daci ¢ € A, atunci ¢ € (0, 1).

Deoarece A este deschisd si il contine pe ¢, atunci existd puncte din AN/
mai mari decat ¢, ceea ce contrazice definitia lui c.

Dacd ¢ € B, atunci ¢ € (0, 1].

Deoarece B este deschisa si il contine pe ¢, atunci existd ¢; < ¢ astfel ca
intervalul [cq, 1] este continut in B N I, ceea ce contrazice definitia lui c.

Prin urmare, I este o multime conexa.

Observatie. Similar se aratd cd multimea (0,1) este conexd in R.

Observatie. De fapt are loc un fenomen mai general, anume o sub-
multime a lui R este conexd dacd gi numai dacd este interval (vezi [1], pagina

134).

Teorema. Multimea R™ este conexd (in R™).
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Demonstratie. Sa presupunem, prin reducere la absurd, cid exista dous
multimi deschise A gi B astfel ca ANR™ gi BN R"™ sunt nevide, disjuncte si
reuniunea lor este R".

Fiex € Asiy e B.

Atunci

Ay ={teR|z+tly—=x) € A}

si
Bi={teR|z+t(y—z) € B}
sunt doud multimi deschise (din R), astfel incat A; N[0,1] si By N[0, 1] sunt
nevide, disjuncte, iar reuniunea lor este [0, 1].
Prin urmare [0, 1] nu este conexd (in R), contradictie care incheie demon-
stratia.

Corolar. Singurele submultimi ale lut R™ care sunt deschise gi inchise
sunt O g1 R™.

Demonstratie. Fie A o submultime a lui R" care este deschisa gi inchisa.

Atunci B = R™ — A este de asemenea deschisd si inchisa.

Daca A nu este () sau R", atunci A si B sunt doud multimi deschise,
nevide, disjuncte si reuniunea lor este R", ceea ce contrazice teorema de mai
sus.

Asadar, A este () sau R™.

Exercitiu. O submultime deschisd A a lui R” este conexa daca si numai
daca nu exista doud submul{imi deschise, nevide, disjuncte ale lui R™ a céror
reuniune sa fie multimea A.

Este util, uneori, s avem un alt criteriu pentru a decide daca o sub-
multime deschisad a lui R™ este conexa.
In acest scop avem nevoie de urmatoarea definitie.

Definitie. Segmentul, din R"™, de capete x,y € R"™ este multimea
{u € R" | exista t € [0,1] astfel incit w=x +t(y —x)},
care se noteazd cu [x,y].

Definitie. O linie poligonald care uneste punctele x si y, din R™, este
o multime P pentru care exista segmentele Ly, Lo, ..., L,, din R", astfel
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incdt Ly are extremitdtile x si z1, Lo are extremitdtile z; §t 2o, ..., L, are
extremitdatile z,_1 $i y, iar

P=LiULyU..UL,.

Teorema. Fie G o multime deschisd din R™. Atunci G este conexd dacd
st numai dacd orice doud puncte din G pot fi unite printr-o linie poligonald
inclusa in G.

Demonstratie.

7<=" Sa presupunem cd G nu este conexa.

Atunci existd A si B doua multimi deschise astfel incat ANG si BN G
sunt nevide, disjuncte gi reuniunea lor este G.

Fie
reANG
si
y € BNG.
Conform ipotezei, existd segmentele Ly, Lo, ..., L,, din G, astfel incat L,
are extremitatile x si 21, Lo are extremitatile 2; si 2o, ..., L,, are extremitatile
Zn—1 §1 Y.

Fie k cel mai mic numéar natural astfel incit extremitatea z,_; a lui Ly
se afld in AN G, iar z;, se afld in BN G.
Atunci multimile

A= {t eR ‘Zk—l + t(Zk — Zk—l) c AN G}
si
B1 = {t eR ‘Zkfl + t(Zk — Zkfl) € BN G}

au proprietatea cd sunt multimi deschise, iar A; N[0, 1] si By N[0, 1] sunt
nevide, disjuncte si reuniunea lor este [0, 1].

Prin urmare am obtinut o contradictie, anume aceea ci [0,1] nu este
multime conexa.

=" Fie x € G.

Fie

G1 ={y € G | existd segmentele Ly, Lo, ..., L, din G, astfel incat Ljare extremititile

sl z1, Ly are extremitatile z; i 2a,..., L, are extremitdtile z, 1 si y}

128



si

Gy = {y € G | nu existd segmente Ly, Lo, ..., L,, din G, astfel incat L; are extremitatile

x §i 21, Ly are extremitétile z; i 2,..., L,, are extremitatile z, 1 si y}.

Evident
Gl N G2 == @

Cum z € (G1, deducem c& (G; este nevida.
Vom ardta ca (G este multime deschisa in R”™.
Fie

Y € G1 Q G.

Deoarece GG este multime deschisd, existd r € R, r > 0, astfel ca
|lw—y|| <r=wed.

Dar, folosind definitia lui G, existd segmentele L, Lo, ..., L,, din G,
astfel incat L are extremitéatile x si z1, Lo are extremitatile z1 si 29, ..., Ly,
are extremitatile z, 1 si y.

Pentru un w € R, astfel ca |[jw — y|| < r, va rezulta c# existd segmentele
Ly, Lo, ..., L, §i [y, w], din G, astfel incat L, are extremitdtile x si 21, Lo are
extremitatile z; §i 2o, ..., L, are extremitatile z,_; siy, [y, w] are extremitétile
y si w, deci w € Gy.

Prin urmare GG; este multime deschisa in R”.

Similar se aratd ca GG este multime deschisa in R”.

Atunci G este vidd (cdci altfel se contrazice faptul c&d G este conexd),
ceea ce incheie demonstratia acestei implicatii.

Multimi compacte

O privire atenta asupra materiei de analizd matematica studiata in liceu
relevd importanta intervalelor inchise si m#rginite. In cele ce urmeazi vom
prezenta o generalizare a acestui concept, anume notiunea de multime com-
pacta.

Definitie. O submultime K a lui R"™ se numeste compactd dacd pentru
orice {D, = D, C R" | o € A} astfel ca K C UADa, evista J C A, J
ac
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finitd, astfel ca K C UJDa, i.e. pentru orice acoperire cu multimi deschise,
ac

din R", a lui K, existd o subacoperire finitd a sa.

Observatie. Fsenta definitier de mai sus consta in faptul ca prin inter-
mediul ei se face trecerea de la o familie arbitrard de multimi deschise la o
familie finita de astfel de astfel de multimi.

Exemple

1. Orice submultime finita a lui R™ este compacta.
2. [0, 00) nu este compactd (in R).

3. (0,1) nu este compactd (in R).

4. [0,1] este compacta (in R).

Teorema Heine-Borel

Nu este usor si se arate, folosind numai definitia, cd o multime este
compacta.

De aceea, urmatorul rezultat, care caracterizeaza multimile compacte din
R™, este foarte util.

Teorema Heine-Borel. O submultime a lui R™ este compactd dacd si
numai dacd este inchisd si marginitd.

Not4 istoricd. Heinrich Eduard Heine (1821-1881) a studiat la Berlin,
fiind studentul lui Weierstrass, Gauss si Dirichlet. A predat la Bonn si la
Halle. Pe langa teorema de mai sus, o alta contributie importanta a sa este
formularea conceptului de continuitate uniforma.

Notd istoricd. Emile Borel (1871-1956), studentul lui Hermite, a fost
profesor la Paris si unul dintre cei mai influenti matematicieni. A studiat la
Ecole Normale Supérieure din Paris. In 1893, pe cand avea numai 22 de ani,
este numit la Universitatea din Lille, iar in 1896 la Ecole Normale Supérieure
(unde, timp de 10 ani, incepand cu anul 1910, este director). In 1909 devine
titularul catedrei de teoria functiilor (creatd special pentru el) de la Sorbona,
pozitie pe care o va detine pana in 1941. Din 1921 este membru al Academiei
de Stiinte, al cirui presedinte devine in 1934. Impreuns cu Lebesgue si Baire,
este fondatorul teoriei masurii. Este unul dintre fondatorii teoriei jocurilor.
A fost membru al Camerei Deputatilor a parlamentului francez (1924-1936),
precum si ministru al navigatiei (1925-1940). In 1941 este arestat de citre
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regimul de la Vichy, dupa care devine membru al rezistentei franceze. Cele
mai importante opere ale lui Borel sunt: Le Hasard (1913), L’éspace et le
temps (1921), Traité du calcul de probabilité et ses applications (1924-34),
Les paradoxes de 'infini (1946).

Demonstratie.

”=" Fie K o submul{ime compactd a lui R".

Vom ardta cd K este inchisa.

Fie, in acest sens, r € R" — K.

Pentru orice m € N, s& consideram multimile deschise

1
G, ={y e R" —z|l > —1.
{y | ly — | m}

Atunci
mLéNGm =R {ZL’},
deci
K C U G,
meN

Cum K este compactd, existd nyg € N astfel ca
K CGiUGyU...UG,, CGy,.

Atunci )
{zeR"||]z—2z|]| < —} CR" - K,
o

ceea ce aratd, avand in vedere cd x a fost ales arbitrar, ci R"™ — K este
deschisd, deci K este inchisa.

Sa ardtdm cd K este marginita.

Fie multimile deschise

Hy = {z e R" | [lz]| < m},

unde m € N.
Atunci

KCR"= U H,,.
meN
Cum K este compactd, existd ng € N, astfel ca

KCH UHU...UH,, C H,,,
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ceea ce arata ca K este marginita.
2 <:77
Fie {D, = D, | a € A} astfel ca
K C U D,.

acA

Deoarece K este marginita, existd un interval inchis /7, din R", astfel ca
KCI.
Spre exemplu, putem alege

I ={(¢{1, ¢y -+, () | 1G] < 7, pentru orice i € {1,2,...,n}},

pentru un 7 suficient de mare.

Sa& presupunem cd K nu este continutd in nici o reuniune finitd de ele-
mente din multimea {D, = D, | a € A}.

Atunci, cel putin unul dintre cele 2" intervale inchise obtinute prin in-
jumatatirea ”laturilor” lui I; contine puncte din K gi intersectia lui K cu
acest interval nu este continutd in nici o reuniune finitd de elemente din
multimea {D, = D,, | a € A}.

Fie I un astfel de interval.

Continuand acest procedeu obtinem un sir (I;)geny de intervale nevide
inchise incluse astfel incat, pentru orice n € N, multimea nevida K N I, nu
este continutd in nici o reuniune finitd de elemente din multimea {D, = D,, |
a€ A}

Fie

N 1.
ye keN "

Atunci y este un punct de acumulare al lui K.
Cum K este inchisd, y € K, deci exista ay € A, astfel ca

Y € Dy,
Prin urmare, existd € > 0 cu proprietatea urmatoare:

|lw—y| <e=w e D,,.
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Intrucét lungimea laturilor lui I, este o=, avem ca

rv/n
w e I, = HUJ_'yH‘< QE:T’

deci daca k este ales astfel ca

i

k-1

<e,

atunci toate punctele lui I se gdsesc in D, ceea ce contrazice faptul ca
I;; N K nu este continutd in nici o reuniune finitd de elemente din multimea

(Do =D, |ac A
Teorema lui Cantor

Vom prezenta in continuare un rezultat datorat lui Cantor care intidregte
proprietatea de completitudine anterioara, aici fiind considerate multimi in-
chise marginite, in loc de intervale. Vom folosi acest rezultat in cadrul demon-
stratiei teoremei lui Baire si a lui Dini.

Teorema lui Cantor. Fie F| o submultime a lut R™, inchisd, nevidd si

mdrginitd, iar
FFDFR2..0F,DF.2..

un sir de multimi nevide gi inchise.

Atunci exista un punct din R™ care apartine tuturor multimilor F,.

Demonstratie. Conform teoremei lui Heine-Borel, F; este o multime com-
pacta.

S& consideram multimile deschise

Gr =R" — Fj,
unde k € N.
S& presupunem, prin reducere la absurd, cd
N F, = 0
keN

Atunci



si cum F} este o multime compactd, exista G, Go, ..., G, astfel ca

FEC U GLCG,
V= heppy =P

deci
F,CFNF,= 0,

de unde contradictia F, = ().
Ca atare, demonstratia este incheiata.

Observatie. Conceptele de multime conexd si multime compactd au sens
in cadrul mai larg al unui spatiu topologic (vezi [1]).

Exercitii

1. S4 se arate, fira a folosi teorema Heine-Borel, cd dacd K este o sub-
multime compacta a lui R”, iar F' C K este o multime inchisé, atunci F' este
compactd (in R™).

2. Si se arate cd daca K este o submultime compacta a lui R, atunci K
este o submultime compactd a lui R2.

3. Dacd K este o multime compacta din R”, iar x un punct arbitrar din
R", atunci multimea K, = {z +y | y € K} este de asemenea compacti.

4. Si se precizeze cand este compacta intersectia a doua multimi deschise.
Este posibil ca intersectia unei familii infinite de multimi deschise sa fie o
multime nevidd compacta?
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REZUMAT

O submultime D a lui R" se numeste neconexa daci exista doua
multimi deschise A si B cu proprietatea ca AN D si BN D sunt
nevide, disjuncte, iar reuniunea lor este D. O submultime C' a lui
R"™ se numeste conexa daca nu este neconexa.

O submultime a lui R este conexa daca si numai daci este inter-
val.

Multimea R" este conexd (in R").

Singurele submultimi ale lui R" care sunt deschise si inchise sunt
) si R™.

Segmentul, din R", de capete z,y € R" este multimea {u € R" |existd
t € [0,1] astfel incat v = = + t(y — x)}, care se noteaza cu [z,y]. O
linie poligonala care uneste punctele z si y, din R", este o multime
P pentru care exista segmentele L, Lo, ..., L,, din R", astfel incat
L, are extremitatile = si z;, L, are extremitatile 2; si 23, ..., L, are
extremitatile z, | siy,iar P=L; UL, U...UL,.

Fie G o multime deschisia din R". Atunci G este conexa daca
si numai daca orice doud puncte din G pot fi unite printr-o linie
poligonals inclusa in G.

O submultime K a lui R"” se numeste compacta daca pentru orice

{Dy = D, CR" | « € A} astfel ca K C UADQ, existda J C A, J finita,
(¢3S
astfel ca K C UJDa, i.e. pentru orice acoperire cu multimi deschise,
ac

din R", a lui K, exista o subacoperire finita a sa.

O submultime a lui R” este compacta daca si numai daci este
inchisa si marginita.

Fie F; o submult{ime a lui R", inchisa, nevida si marginita, iar

FiO2F 2. . DF, 2F 2.
un sir de multimi nevide si inchise.

Atunci existd un punct din R” care apartine tuturor multimilor
E,.

135



Bibliografie

1. Ion Colojoard, Analiza Matematica, Editura Didactica si Pedagog-
icd, Bucuresti - cota la biblioteca Facultatii de Matematicad si Informatica,
Universitatea din Bucuresti II 32023

2. C. Popa, V. Hirig, M. Megan, Introducere in analiza matemat-
ica prin exercitii si probleme, Editura Facla, 1976 - cota la biblioteca
Facultatii de Matematica si Informaticd, Universitatea din Bucuresti 11 23777

136



COMPLEMENTE DE TOPOLOGIE

Teorema de acoperire a lui Lebesgue
Teorema lui Baire

Teorema de acoperire a lui Lebesgue

Precizéari privind natura acoperirilor cu multimi deschise ale multimilor
compacte sunt furnizate de urmatorul rezultat care va fi folosit in studiul
uniform continuitétii, precum si in teoria dimensiunii si in teoria spatiilor
uniforme.

Teorema de acoperire a lui Lebesgue. Fie {D,},., o acoperire cu
multimi deschise din R™ a unei submultimi compacte K a lui R™.

Atunci existd un numdr real strict pozitiv X\, astfel ca pentru orice x,y €
K, cu ||z —y| <A, existd a € A astfel ca

r,y € D,.

Nota istoricd. Henri Léon Lebesgue (1875-1941) a fost fondatorul in-
tegralei care ii poartd numele A studiat la Scoala Normald Superioard in
perioada 1899-1902. Este autorul uneia din cele mai remarcabile cuceriri ale
analizei moderne, anume teoria integralei care-i poarta numele, teorie ce a

permis un studiu mai profund al seriilor Fourier. In 1910 este numit profesor
la Sorbona.

Demonstratie. Pentru orice punct u a lui K, existd «,, € A astfel ca
u€ D,,.
Fie 6, > 0 astfel ca
v —ul| <20, = v € D,,.

unde

Atunci {S,}

ue K

Sy ={v eR"||lv—u| <.},
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este o acoperire a lui K cu multimi deschise.
Prin urmare, cum K este compactd, existd ui, us, ...., u, € K, astfel ca

K CSyUS,U..US,,.

Alegem
A =min{6y,, duy, s 0y, } > 0.

Dacd x,y € K, cu ||z — y|| < A, atunci existd j € {1,2,...,p} astfel ca
T € Sy; C Dy, ,
J

deci
e~ | < .

Atunci
|y —will < ly — 2| + |7 — wl| <A+ 0u; <204,

si drept urmare
y € D, -

J

Asadar
T,y € Dau]. .

Observatie. Cu notatia diam(A) = sup{|jzr — y|| | =,y € A}, unde A
este o submultime a lui R", teorema lui Lebesgue se reformuleaza astfel: Fie
{Da},ca 0 acoperire cu multimi deschise din R"™ a unei submultimi compacte
K a lui R". Atunci existd un numdr real strict pozitiv X\, astfel ca pentru
orice submultime A a lui K avdand diametrul mai mic decdt \, existd cg € A
astfel ca A € D,,.

Teorema lui Baire

Teorema lui Baire, in forma de mai jos, dar mai ales sub alte forme
mai generale, constituie un instrument extrem de fin care are o gama largd
de aplicatii. Unele dintre ele se vor studia in cadrul cursului de analiza
functionald (anume Teorema aplicatiei deschise, Teorema graficului inchis si
Principiul mé&rginirii uniforme). Pentru multe alte aplicatii vezi [1].

Teorema lui Baire. Fie {Hy}ren o familie numdarabild de submultimi
inchise din R™ astfel incit U Hy contine o multime nevidd deschisd.
kEN
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Atunci cel putin una dintre multimile Hy contine o multime nevidd de-
schisd.

Observatie. Rezultatul de mai sus poate fi reformulat in una dintre
urmdtoarele forme echivalente:

i) Orice intersectie numdrabild de mulfimi deschise dense in R™ este densd
in R™.

i1) Orice reuniune numdrabild de multimi inchise in R™ cu interiorul vid
este o multime cu interiorul vid.

Observatie. Dacda multimile familiei nu sunt deschise, rezultatul nu este
valabil (de exemplu multimile Q gi R — Q sunt dense in R, insd intersectia lor
este vida). De asemenea, dacd familia de multimi nu este cel mult numdra-
bila, rezultatul nu este valabil (de exemplu multimile R — {x}, unde x € R,
sunt deschise gi dense in R, insd intersectia lor este vidd).

Not4 istoricd. René Luois Baire (1874-1932) a fost profesor la Dijon. A
adus contributii la teoria multimilor si la analiza reald. Baire s-a nascut la 21
januarie 1874 la Paris. In 1886, pe cand avea 12 ani, a cistigat o bursi care
i-a permis sd capete o bund educatie, in ciuda conditiilor materiale precare
oferite de familia sa. A fost un student eminent al liceului Lakanal. In 1890
studiaza timp de un an la sectia speciald de matematica a liceului Henri IV.
Apoi trece admiterea atat la Ecole Polytechnique, cat si la Ecole Normale
Supérieure. Alege si studieze la cea din urmi. Aici audiazd cursurile lui
Goursat gi pe cele ale lui Hermite, Picard si Poincaré la Sorbona. La un ex-
amen, avand s demonstreze continuitatea functiei exponentiale, in mijlocul
demonstratiei isi dd seama cd ” demonstratia pe care o invitase la liceul Henri
IV era pur si simplu un artificiu deoarece nu se sprijinea suficient pe definitia
functiei”. Ca rezultat imediat a urmat o nota ce nu l-a multumit pe Baire si
decizia de a studia din nou, mai atent, cursul de analizd matematica cu ac-
cent pe conceptul de continuitate al unei functii generale. A obtinut un post
la un liceu din Bar-le-Duc care, desi ii asigura securitatea financiard, nu-l
multumea cici nu avea ocazia sa fie in contact cu lumea universitard. Aici
lucreaza in teoria functiilor si asupra conceptului de limita, elaborand o teza
despre functii discontinue pe care o va sustine in 1899, din comisie ficand
parte Darboux si Picard. A studiat si in Italia, unde a legat o stransa pri-
etenie cu Volterra. Chiar inainte de a-si sustine doctoratul, sinédtatea ii era
zdruncinata. Dupd aceea nu a mai putut contribui la progresul matematicii
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decat foarte scurte perioade. A continuat si predea la diverse licee, iar in
1901 devine conferentiar la Universitatea din Montpellier. In 1904 primeste
o bursit Peccot care ii permite s& predea la College de France. In 1905 se
mutd la Universitatea din Dijon, unde in 1907 este numit profesor. Datoritd
starii mai mult decét precare a sdnatétii sale, cere un concediu pentru a se
reface. Nefiind in stare si-si reia activitatea, se retrage la Geneva, unde i se
si acorda titlul de Cavaler al Legiunii de Onoare si de membru al Academiei
de Stiinte. Se pensioneaza in 1925 si moare la 5 Tulie 1932.

Baire a facut un pas decisiv in fundamentarea riguroasa a conceptului de
functie si continuitate. A vdzut cu claritate cd o teorie a multimilor infinite
era fundamentala pentru analiza reald. Denjoy a fost cel mai faimos student
al lui Baire.

Demonstratie. Fie Gy o multime nevidad deschisa inclusa in kUNH k-
S

Sa presupunem, prin reducere la absurd, ci pentru orice k € N, nu exista
nici o multime nevida deschisa inclusa in Hy.
Daca x, € Gy — Hi, atunci existd r; > 0, astfel ca

not

GLZ{zeR ||z —m|| <m}C R 2 {z eR ||z — x| <} C Go

si
F1 N H1 - @ .
La fel, daca x5 € G; — H, atunci exista ro > 0, astfel ca
Gz eR ||z —m|| <} C B2 {z eR ||z — x| <1} C Gy
si

FQQHQZQ.

Continuand acest procedeu, obtinem, pentru orice k € N, x;, € G,_1 — Hy,
si v > 0, astfel ca

Gr CFy={2 ¢ R"| ||z — x| < i} € G

si
Fp. N Hy, = 0.
Aplicand teorema lui Cantor familiei { F} }ren, gdsim un element w astfel
ca
we N F k-
keN
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Deoarece, Fj, N H;, = (), pentru orice k € N, deducem ci

C .
w ¢ GoC ngHk

Pe de alta parte, Fj, C Gg, pentru orice k£ € N, deci
w € Go.

Aceastd contradictie incheie demonstratia, ardtand cé cel putin una dintre
multimile Hj contine o multime nevida deschisa.

Incheiem aceastd sectiune cu doud aplicatii ale teoremei lui Baire.

Corolar. Spatiul R? nu poate fi prezentat ca reuniunea unei familis numdra-
bile de drepte.

Demonstratie. Presupunem, prin reducere la absurd, cd exista familia
{L,}n>1 de drepte (care sunt multimi inchise) astfel ca

R? = U L,.
neN
Deoarece R? este o multime nevidd si deschisi, rezults, in conformitate
cu teorema lui Baire, ca existd nyg € N, astfel ca L,, si contind o multime
nevida si deschisd, ceea ce nu este adevarat.

Q este o reuniune numarabild de multimi inchise astfel incat nici una
dintre aceste multimi nu contine o multime deschisd nevidd. Vom ar#ta ci
R — Q nu are aceastd proprietate.

Corolar. Nu existd nici o familie cel mult numarabild de multimi inchise
astfel incdt nici una dintre aceste multimi nu contine o multime deschisd
nevidd si astfel ca R — Q sd fie reuniunea multimilor din aceastd familie.

Demonstratie. Presupunand contrariul si avind in vedere observatia prece-
dentd, ar rezulta ca existd o familie cel mult numarabild de multimi inchise
astfel incat nici una dintre aceste multimi nu contine o multime deschisa
nevida si astfel ca R si fie reuniunea multimilor din aceastd familie. Acest
fapt contrazice teorema lui Baire.

Exercitii
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1. Dacd submultimea A a lui R” nu contine o multime nevida deschisa
(din R™), este posibil ca A si contind o multime nevidd deschisi (din R™)?
2. Dacd submultimea B a lui R™ contine o multime nevida inchisa (din

R™), trebuie ca si B si contind o multime nevida inchisa (din R™)?

3. Nu existd o familie cel mult numéarabild de multimi deschise a céaror
intersectie sa fie Q.

4. O submultimea A a lui R"” se numeste densd in R daca orice punct
din R™ este punct de acumulare pentru A. Aratati ci A este densd in R"
dacd si numai dacd A = R".

5. Dati un exemplu de o multime deschisad si de una inchisi care este
densa in R™. Sunt unice?

REZUMAT

Fie {D,}.ca 0 acoperire cu multimi deschise din R" a unei sub-
multimi compacte K a lui R". Atunci existd un numar real strict
pozitiv )\, astfel ca pentru orice =,y € K, cu ||z —y| < A, existd
ap € A astfel ca x,y € D,,.

Fie {Hy}ren 0 familie numérabild de submultimi inchise din R™
astfel incat kLEJNHk contine o multime nevida deschisa. Atunci cel

putin una dintre multimile H; contine o multime nevida deschisa.
Bibliografie

1. John C. Oztoby, Measure and Category, Springer-Verlag, 1971
- cota la biblioteca Facultitii de Matematicd si Informatica, Universitatea
din Bucuresti - cota la biblioteca Facultitii de Matematica gi Informatica,
Universitatea din Bucuresti

142



CONVERGENTA
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ELEMENTE INTRODUCTIVE DESPRE SIRURI

Sirul a1, as, ..., Gy, ... are limita a, cind n tinde spre infinit, dacd oricirui
numdr pozitiv €, oricat de mic, i se poate asocia un intreg N (care depinde de
g), astfel incat |a —a,| < &, pentru orice n > N. Aceasta este formularea
abstractd a notiunii de limit& a unui sir. Nu este de mirare faptul ci la prima
confruntare cu acestd notiune, ea nu poate fi inteleasd in cateva minute. Exista
o atitudine nefericitd, aproape snoabd, din partea unor autori de manuale, care
prezintd cititorului aceastd definitie fard o pregitire prealabila, ca gi cum explicarea
nu ar fi de demnitatea unui matematician.

Definitia sugereazi o intrecere intre doud persoane, A si B. Persoana A
pretinde ca o cantitate fixatd a si fie aproximatd prin a,, cu o precizie mai mare
decat o margine aleasd € = £1; B satisface pretentia, demonstrand ci existd un
intreg N = Ny, astfel incat toti termenii a,,, care urmeazd dupd elementul ay;,
satisfac aceastd conditie. Atunci A poate deveni mai exigent si va fixa o noud
margine mai micéd, € = £9. B satisface din nou pretentia lui A, gising un intreg
N = N, (eventual mult mai mare). Dacd B poate multumi pe A, oricat de mici
ar fi marginea aleasi de A, atunci avem situatia exprimatd de a,, — a.

Existd o anumitd dificultate psihologici in intelegerea acestei definitii precise a
limitei. Intuitia noastrad ne sugereaza o idee "dinamicd" despre notiunea de limits,
ca rezultat al unui proces de "migcare": ne deplasim in lungul sirului de intregi
1,2,3,...,n, ... si atunci observdm comportarea girului a,. Ni se pare c& am putea
observa faptul ci a,, — a. Insi acest# atitudine "naturald" nu este capabild de
o formulare matematic#, riguroasd. Pentru a ajunge la o definitie precisé, trebuie
sd inversam ordinea pagilor; in loc de a privi mai intéi la variabila independenta n
si apoi la variabila dependentd a,,, trebuie s& ne bazim definitia noastrd pe ceea
ce trebuie si facem dacd vrem s& verificdm afirmatia ci a,, — a. Printr-un astfel
de procedeu, trebuie s alegem mai intai o micd margine arbitrard in jurul lui a
si apoi trebuie s& stabilim dac# putem satisface aceastd conditie, luAnd variabila
independenti n suficient de mare. Apoi, dand denumiri simbolice, € si N frazelor
"margine arbitrar de micd" si "n suficient de mare", suntem condusi la definitia
precisd a limitei (Ce este matematica?, de R. Courant si H. Robbins, Editura
Stiintifica, Bucuresti, 1969, pagina 309).
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Notiunea de sir
Operatii algebrice cu siruri din R?
Limita unui sir din R?
Siruri convergente si divergente din R”
Marginirea sirurilor convergente din R?
Reducerea studiului convergentei unui sir din R? la convergenta a
p siruri din R
Notiunea de subsir al unui sir din R?

Conditii echivalente pentru divergenta sirurilor din R?
Comportamentul sirurilor convergente din R? la operatiile
algebrice
Trecerea la limita in inegalitati pentru siruri din R?
Marginile unei submult{imi marginite a lui R sunt limitele unor
siruri de elemente din multimea respectiva

Studiul girurilor de elemente din R? s-a impus datoritd aparitiei in manevrarea
multor obiecte a unor scheme de aproximare care se realizeazd cu ajutorul
unor procese iterative (spre exemplu metoda coardei a lui Newton, deter-
minarea solutiilor unor sisteme cu ajutorul principiului contractiilor etc).

Notiunea de sir

Definitie. Fie M o multime. Un gir din M este o functie cu domeniul
N (sau Ny = {k,k +1,k+2,...}, unde k € N) gi codomeniul o submultime
alut M.

Observatie. Daca x : N — M este un sir, valoarea lui x in n se va nota
x, (in loc de x(n)), tar functia © : N — M se va nota (x,)nen-

Operatii algebrice cu siruri din R?

Definitie. Dacd (xp)nen §¢ (Yn)nen sunt doud siruri din RP, atunci
definim suma lor ca fiind girul, din RP, (x, + Yn)nen, diferenta lor ca fi-
ind girul, din R?, (z, — Yn)nen, tar produsul lor scalar ca fiind girul, din R,
($n : yn)nEN'

Definitie. Dacd (z,)nen este un gir din R, iar (y,)neny un gir din RP,
atunci definim produsul lor ca fiind sirul, din RP, (2,Yn)nen-
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Definitie. Dacd (z,)nen este un sir din RP, iar (y,)nen un gir din R
astfel ca, pentru orice n € N, sd avem vy, # 0, atunci definim cdtul lor ca

fiind sirul, din RP, (%)%N.

Limita unui sir din R?. Siruri convergente si divergente din R?

Definitie. Dacd (x,)nen este un gir din RP, un element x € RP, se
numegte o limitd a lui (x,)nen, dacd pentru orice vecindtate V a lui z,
exista ny € N, astfel ca pentru orice n € N, n > ny sd avem

z, € V.

Vom spune cd sirul (x,)nen converge cdtre x.
Daca un sir, din RP, are o limitd din RP, vom spune cd el este convergent,
1ar in caz contrar il vom numi divergent.

Observatie. Definitia de mai sus are sens i pentru sirurit cu elemente
dintr-un spatiu topologic.

Teorema. Dacd (x,)nen este un sir din RP, un element v € RP este o
limita a sa dacd si numai dacd pentru orice € > 0, existd n. € N, astfel ca,
pentru orice n € N, n > n. sd avem

|z, — || <e.
Observatie. Pentru suportul intuitiv al notiunii de limitd a unui sir se
poate consulta [3], pagina 219.

Teorema de unicitate a limitei. Un sir din R" nu poate avea mai
mault de o limita.

Observatie. Dacd (x,)nen este un gir din RP care are limita x € RP,
atunci vom scrie

limz, = x
n—oo
sau
limz, =«
sau
Ty — .
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Marginirea sirurilor convergente din R?

Propozitie. Un sir convergent din R™ este marginit (i.e. dacd (T,)nen
este un gir convergent din RP, atunci exista M € R astfel incdt ||x,| < M,
pentru orice n € N).

Reducerea studiului convergentei unui sir din R” la convergenta
a p siruri din R

Urmatorul rezultat arata ca studiul convergentei unui sir din R” se reduce
la studiul convergentei unor siruri din R.

Teorema. Un gir (z,)nen, din RP, unde, pentru orice n € N, avem

Tp = (Clna C2n> D) Cpn)?

converge cdtre un element

y = (n1,M9,...,1,) € RP

dacd gi numai dacd girul ((,,)nen, din R, converge cdtre n,;, pentru orice
ie{l,2,...,p}
Demonstratie.
=" Pentru orice ¢ > 0, existd n. € N, astfel ca pentru orice n € N,
n > n., avem
[z —yll <e.

Dar, pentru orice i € {1,2, ..., p},

|Con = mil < [l = yll,

fapt care aratd ci, pentru orice i € {1,2, ..., p}, sirul (¢, )nen, din R, converge
catre ;.
7<” Pentru orice ¢ > 0, existd n. € N, astfel ca pentru orice n € N,

n > n., avem
€

VP

pentru orice i € {1,2, ..., p}.
Prin urmare, pentru orice n € N, n > n., avem

P
|zn — ?JH2 = Z |Cin — 771“2 <&,
i=1
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adica girul (z,)nen, din RP| converge citre y.
Notiunea de subsir al unui sir din R”

Definitie. Dacd (z,)nen este un gir din RP, dar ky < ko < ... < k, <
. un gir strict crescator de numere naturale, atunci sirul, din RP, dat de
(T, Jken, Se numeste un subgir al sdu.

Observatie. Fie k : N — N o functie strict crescdtoare. Atunci k
definegte un subsir al lui x = (z,)nen, prin xok gi orice subgir al lui (T,)nen
poate fi definit in acest mod.

Propozitie. Dacd sirul (z,)nen, din RP, converge catre x € RP, atunci
orice subsir al sau converge cdtre x.

Corolar. Dacd sirul (x,)nen, din RP, converge catre x € RP, jar m € N,
atunci §irul (Tpyqn)nen converge cdtre .

Conditii echivalente pentru divergenta sirurilor din R”
Urmatorul rezultat descrie situatia in care un sir nu converge céatre x.

Propozitie. Dat fiind sirul (v,)nen, din RP, si x € RP, urmatoarele
afirmatit sunt echivalente:

i) (Tn)nen nu converge cdtre x.

i) existd o vecindatate V a lui x, astfel ca, pentru orice n € N, existd
my, € N, m,, > n, astfel incdt

T, & V.

i11) existd o vecindtate V' a lui x gi un subsir al lui (x,)nen, astfel incdt
nici unul dintre elementele subsirului nu se afla in V.

Comportamentul sirurilor convergente din R” la operatiile alge-
brice

Propozitie

i) Fie girurile (T,)nen §0 (Yn)nen, din RP, convergente cdtre x, respectiv
Y.

Atunci girurile (T, 4+ Yn)nen, (Tn — Yn)nen §¢ (Tn * Yn)nen converg cdtre
T4y, x —y g respectiv x - y.
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i1) Fie sirul (x,)nen, din RP, convergent catre x € R? §i (yn)nen, din R,
convergent cdtre y € R.

Atunci girul (z,yn)nen, din RP, converge cdtre xy € RP.

iii) Fie girul (z,)nen, din RP, convergent cdatre x € RP i (yn)nen, din
R*, convergent cdtre y € R*.

Atunci sirul (Lx,)nen, din R?, converge cdtre %ZL‘ € RP.

Yn
Trecerea la limita in inegalitati pentru siruri din R?

Propozitie. Fie girul (x,)nen, din RP, convergent cdatre x € RP. Dacd
evista ce RP g1 r € R, r > 0, astfel ca

[0 = el <,

pentru orice n € N, atunci
|z —c|| <.

Demonstratie. Multimea
V={yeR"||ly—cl>r}

este deschisa.
Dacd x € V, atunci V este o vecindtate a lui z, deci existd ny € N, astfel
ca, pentru orice n € N, n > ny sa avem

T, €V,
ceea ce contrazice ipoteza.
Prin urmare
x &V,
adica
|z —c|| <.

Marginile unei submultimi marginite a lui R sunt limitele unor
siruri de elemente din multimea respectiva

Propozitie. Fie A o submultime mdrginitd a lui R. Atunci existd doud
giruri (,)nen §0 (Yn)nen de elemente din A astfel incdt

limz, =inf A

n—oo
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0
lim y,, = sup A.
n—oo
Demonstratie. Conform definitiei marginii superioare a unei multimi,
pentru orice n € N, exista y,, € A, astfel incat

1
sup A — — <y, <supA.
n

Prin urmare, deoarece lim (sup A — %) = sup A, deducem ca

n—oo

lim y,, = sup A.
Analog se giseste un sir (x,),en de elemente din A cu proprietatea ca

lim x,, = inf A.

n—oo

Observatie. De fapt are loc un fenomen mai general, anume dacd A este
o submultime a lui RY §i a € A, atunci existd un sir (z,)nen de elemente
din A astfel incdt
lim z,, = a.

n—oo

Exercitii
1. Fie sirurile (z,)nen St (Yn)nen, din R, convergente, astfel ca, pentru
orice n € N, sa avem
T < Yp.

Atunci
lim x, < lim y,.

n—oo n—oo

Mai general, daca (2, )nen, (Yn)nen $1 (2n)nen, sunt trei giruri din R, astfel
ca, pentru orice n € N, sa avem

Tn < Yn < Zp,

atunci, dacd (7, )nen $i (2n)nen sunt convergente si au aceeasi limitd, (y,,)nen
este convergent si
lim y, = x.

n—oo
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2. S4 se arate cd dacd sirul (z,)nen, din R, are limita x € R, atunci girul
(|n|)nen are limita |z|.
3. Sa se arate cd

lim ¥/n = 1.

n—oo

4. Fiep e Zsia € (—1,1). S& se arate ci

lim nfa™ = 0.

5. Fie girul (x,)nen, din (0, 00), astfel incat

Tn+41

lim < 1.
n—oo ;Un
Atunci
lim x,, = 0.
n—oo

6. Fie sirul (z,)nen, din (0, 00), astfel incat

. Tp+1
lim —— > 1.
n—oo I‘n

Atunci (z,)nen este divergent.
7. Fie girul (z,)nen, din (0, 00), astfel incat

lim (xn)% < 1.
Atunci
lim z,, = 0.

n—oo

8. Fie sirul (z,,)nen, din (0, 00), astfel incat lim (xn)% > 1.

n—oo

Atunci (z,)nen este divergent.
9. Dacd a,b € Rgi 0 <b < a, sd se calculeze

3=

lim (a™ 4+ 0")n.

n—oo

10. S4 se calculeze

lim {(2 4+ v/3)"}
11. Fie sirul (x,)nen, din R si a € (0, 00) astfel ca

lim |z,| =1

n—oo
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si, pentru orice m,n € N, avem
|zn + 20| >

S4 se arate cd (x,),en este convergent gi sd se precizeze posibilele valori
ale limitei lui (z,,)nen-

12. S4 se arate cd daci sirul de numere reale (z,,),en are proprietatea ci
existd [ € R astfel incat orice subsir (2, )ren al sdu are un subsir (z,, )pen
care converge citre [, atunci el este convergent cétre [.

13. Si se arate cd dacd sirul de numere reale (z,),cy are proprietatea
cd existd [ € R astfel incat subsirurile (zg,)nen $1 (ZT2n41)nen converg cétre [,
atunci girul (x,,)nen converge cétre .

14. Si se caracterizeze sirurile convergente de numere intregi.

15. Fiex; € Rsi

Tpa1 = |:Un — 21_”} ,

pentru orice n € N.
S# se studieze convergenta sirului (x,)nen.
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REZUMAT

Fie M o multime. Un sir din M este o functie cu domeniul N
(sau Ny = {k,k+1,k+2,....}, unde k € N) si codomeniul o submultime
a lui M.

Daca (z,)nen $1 (Yn)nen sunt doud siruri din R?, atunci definim
suma lor ca fiind sirul, din R?, (z, + y,)nen, diferenta lor ca fiind
sirul, din R?, (z,, — y»)nen, iar produsul lor scalar ca fiind sirul, din
R, (Tn - Yn)nen-

Daca (x,)nen este un sir din R, iar (y,).eny un sir din R?, atunci
definim produsul lor ca fiind sirul, din R?, (z,y,)nen-

Daci (x,)qen este un sir din R?, iar (y,),en un sir din R astfel ca,
pentru orice n € N, si avem y,, # 0, atunci definim catul lor ca fiind
sirul, din R?, (%)%N.

Daca (x,)nen este un gir din RP, un element z € R?, se numeste
o limita a lui (x,),cn, dacd pentru orice vecinidtate V' a lui z, exista
ny € N, astfel ca pentru orice n € N, n > ny, sd avem z, € V. Vom
spune in acest caz ci sirul (z,),cy converge ciatre x. Dacd un sir,
din R?, are o limita din RP, vom spune ca el este convergent, iar in
caz contrar il vom numi divergent.

Daci (z,)nen este un gir din R?, un element x € R” este o limita
a sa daca si numai daca pentru orice ¢ > 0, exista n. € N, astfel ca,
pentru orice n € N, n > n. s avem ||z, — z|| < ¢.

Un sir din R” nu poate avea mai mult de o limita.

Daca (x,,)nen este un sir din R? care are limita z € R?, atunci vom
scrie lim z,, = z sau limz,, = z sau z,, — .

n—oo

Un sir convergent din R? este marginit (i.e. daci (z,),ey este un
sir convergent din R?, atunci existid M € R astfel incat |z,| < M,
pentru orice n € N).

Un sir (2,)nen, din RP, unde, pentru orice n € N, avem z, =
(Cins Cons > Cpn)» converge cétre un element y = (1y,7,,...,7,) € R?
dacd si numai daca sirul ((,,)nen, din R, converge citre 7;, pentru
orice i € {1,2,...,p}.

Dacd (z,)nen este un sir din R?, iar k) < ky < ... < k, < ... un
sir strict crescator de numere naturale, atunci sirul, din R?, dat de
(%, Jken, S€ numeste un subsir al sju. Daci sirul (z,),en, din RP,
converge ciatre r € RP, atunci orice subsir al sdu converge citre x.
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Dat fiind sirul (z,,).en, din RP, si z € RP, urmditoarele afirmatii
sunt echivalente: i) (x,),cy nu converge citre z; ii) existd o vecini-
tate V' a lui z, astfel ca, pentru orice n € N, exista m,, € N, m,, > n,
astfel incat z,,, ¢ V; iii) existd o vecinitate V' a lui x si un subsir al
lui (x,),en, astfel incat nici unul dintre elementele subsirului nu se
afla in V.

Fie sirurile (x,),en $i (Yn)nen, din R, convergente citre z, respec-
tiv y. Atunci sirurile (z, + ¥n)nens (Tn — Yn)nen $1 (Zh - Yn)nen converg
catre r +y, x —y si respectiv z - y.

Fie sirul (z,),en, din RP, convergent citre = € R? si (y,)nen, din
R, convergent citre y € R. Atunci sirul (z,y,).en, din R?, converge
catre zy € RP.

Fie sirul (z,),en, din RP, convergent citre z € R” si (y,)nen, din
R*, convergent citre y € R*. Atunci sirul (yinxn)neN, din R?, converge
catre i:c € R?,

Fie sirul (z,),en, din RP, convergent cdtre x € RP. Daci existd
ceRPsgir e R, r >0, astfel ca ||z, — ¢|| < r, pentru orice n € N,
atunci ||z —¢|| <.

Fie A o submultime marginitd a lui R. Atunci existad doud siruri
(Zn)nen $1 (Yn)nen de elemente din A astfel incat limz, = inf A si

n—oo

lim y,, = sup A.
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CRITERII DE CONVERGENTA PENTRU SIRURI

Teorema convergentei monotone
Criteriul lui Cauchy

Pentru a arata, cu metodele prezentate paAnd acum, cd un sir este conver-
gent, trebuie si cunoastem sau sd intuim care este limita girului. De multe
ori, acest lucru nu este ugor de realizat. Rezultatele urméatoare vor elimina
(partial) acest neajuns.

Teorema de mai jos se va folosi, spre exemplu, in cadrul demonstratiei teo-
remei referitoare la metoda lui Newton (vezi pagina ), teoremei de reprezentare

a lui Riesz (vezi pagina ), precum gi cadrul demonstratiei formulei lui Stirling
(vezi pagina ).

Teorema convergentei monotone. Fie (x,),en un gir de numere reale
care este crescdtor (Z’.e. Tn < Tpa1, pentru orice n € N).

Atunci (x,)nen este convergent dacd §i numai dacd este marginit, caz in
care

lim x,, = supzx,.

n—0oo neN
Demonstratie.
=" Am vazut acest rezultat in sectiunea precedenta.
Mai mult, fie
[ = lim x,,.
n—oo

Atunci, pentru orice € > 0, existd n. € N astfel ca, pentru orice n € N,
n > n., sd avem

l—e<uz,<l+e¢,

de unde, avand in vedere c4 sirul (x,),en este crescitor, deducem

l—e<supzx, <Il+e.
neN

Prin urmare,

supzx, — lim x,
’fLEN n—oo

<e

Y
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pentru orice € > 0, deci
lim z,, = supz,.

n—oo ’fLEN
7" Existd
not
supz, = .
neN
Atunci
T, <,

pentru orice n € N.
Mai mult, avind in vedere definitia supremumului, pentru orice € > 0,
existd x,,_ astfel ca
[ —e<a,,

de unde, deoarece sirul (x,),ecn este crescitor, deducem cid
[—e<ax, <I,
pentru orice n € N, n > n., adica

[ = lim x,, = supz,,.
n—00 neN

Corolar. Fie (x,)nen un gir de numere reale care este descrescator (i.e.
Ty > Tpy1, pentru orice n € N).

Atunci (z,)nen este convergent dacd i numai dacd este mdrginit, caz in
care

lim z,, = infz,,.
n—o00 neN

Criteriul lui Cauchy

Teorema de mai sus este un instrument extraordinar de util, dar are
inconvenientul cd se aplicd numai pentru siruri monotone. Am dori, ca atare,
un alt criteriu care sa implice convergenta, chiar daca girul nu este monoton.
Acesta este criteriul lui Cauchy, un criteriu foarte des utilizat (vezi, spre
exemplu, Teorema punctelor fixe pentru contractii).

Pentru inceput vom prezenta o forma a teoremei Bolzano-Weierstrass
specializatd pentru siruri, rezultat care va fi folosit si in cadrul demonstratiei
teoremei de permanentd a functiilor continue.
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Lema lui Cesaro. Un gir marginit din RP are (cel putin) un subgir
convergent.

Demonstratie. Fie (x,)peny un gir marginit din RP.

Dacéd existd numai un numaér finit de valori distincte pentru elementele
sirului, atunci cel putin una dintre aceste valori se repeti de o infinitate de
ori, gi, prin urmare, putem obtine un subsir al lui (z,),cn, alegand aceastd
valoare de fiecare datad cand ea apare.

Dac4 existd un numér infinit de valori distincte pentru elementele sirului,
cum multimea termenilor girului este marginita, conform teoremei Bolzano-
Weierstrass, existd un punct de acumulare, [ € RP, al multimii termenilor
sirului.

Fie z,, un element al sirului astfel ca

|zn, — 1] < 1.
Cum [ este punct de acumulare pentru multimea
Sy ={z, | neN},
[ este punct de acumulare si pentru multimea
Sy ={z, | n €N, n>ni}.

Prin urmare, existd un x,, € Sy (deci ny > n;) astfel incat

1
s = 1) < 5.

Continuand in acest mod, gisim un subsir (z,, )ren al lui (z,)nen, astfel
incat

1
’|xnk l” < E:
pentru orice k € N, deci
lim z,,, =I[.
k—o00

Definitie. Un sir (x,)nen, din RP, se numeste sir Cauchy dacd pentru
orice € > 0, exista n. € N, astfel incdt, pentru orice m,n € N, m,n > n,,
avem

|Zm — || < e.
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Observatie. Spre deosebire de definitia sirului convergent care cuprinde
elemente "exterioare" sirului considerat (anume limita acestuia), definitia
girului Cauchy are avantajul de a implica numai elementele sirului dat; prin
urmare, dezavantajul "ghicirii” valorii limitei unui sir pentru testarea con-
vergentei acestuia cu ajutorul definitiei sirului convergent nu este prezent in
definitia sirulur Cauchy.

Lemd&. Un gir convergent (z,)nen, din RP, este sir Cauchy.
Lemd&. Un gir Cauchy (,)nen, din RP, este marginit.

Lem&. Un gir Cauchy (x,)nen, din RP, care are un subgir convergent,
este convergent.

Demonstratie. Deoarece girul (x,)nen este Cauchy, pentru orice e > 0,
existd n. € N astfel incat pentru orice m,n € N, m,n > n., avem

|zm — xa|| < e.

Dacd subsirul (z,, )ren converge cétre [ € RP, atunci, pentru orice € > 0,
exista k. € N, cu urmatoarele proprietati:

Ny, Z e

si
|2n,, — 1| <e.
Fie n orice numér natural astfel ca n > n..

Atunci
[z — U < ||@n,, = 1| +

‘xn — Ty, H < 2e.

Prin urmare, girul (z,),en converge cétre [.

Criteriul lui Cauchy. Un sir (z,)nen, din RP, este convergent dacd i
numai dacd este Cauchy.

Demonstratie.

”=" Vezi una dintre lemele de mai sus.

7<" Daca girul (z,)nen, din R?, este Cauchy, atunci, aga cum am vizut
mai sus, este marginit. Conform lemei lui Cesaro, el are un subsir convergent.
Lema de mai sus implica faptul ci sirul (z,),en este convergent.
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Observatie. Importanta criteriului lui Cauchy rezidd in posibilitatea
testarii convergentei fara a se face apel la elemente exterioare multimai ter-
menilor girulu.

Exercitii
1. S4 se arate ca ]
lim — =0,
n—oo N
pentru orice a € (0, 00).
2. S4 se arate ca
lim a™ = 0,

pentru orice a € (—1,1).
3. Fie a € (0,00). S4 se arate c& girul dat prin relatia de recurenta

1 a
Tpt1 = 5(% + x—),

pentru orice n € N, unde z; € (0, 00), este convegrent si

lim z,, = v/a.

4. Fie o, 5 € [0,1],
T = af
si
Tyl = (a - xn)(ﬁ - xn) + T,

pentru orice n € N.
S4 se studieze convergenta sirului (z,,),en-
5. Sa se arate cd daca sirul (z,),en, din R, este marginit si

Tn+41 2 Tp — =

on’

pentru orice n € N, atunci el este convergent.
6. Si se arate cd dacd girul (z,),en, din R, este marginit si

Tpt1 = Ty — 2

pentru orice n € N, atunci el este convergent.
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7. Sa se arate cd daca sirul (z,),en, din R, este marginit si
Tn+1 2\/5 Z Ly

pentru orice n € N, atunci el este convergent.
8. Si se arate cd dacd sirul marginit (x,),en, din R, satisface inegalitatea

T, < STn + S Tn;
+2 = glnt1 T3
pentru orice n € N, atunci el este convergent.
9. S4 se studieze convergenta sirului (x,),en, din R, dat de

B 1 1 (_1)n+1
x”_F_E—i_—i_inl )
pentru orice n € N.
10. S4 se studieze convergenta sirului (z,),en, din R, dat de

S
Tp==+=+4+..+—,
1 2 n
pentru orice n € N.
11. S& se studieze convergenta sirului (z,)nen, din R, dat de z; = 1,

To = 2, ceey

_ Tp-1 + Tp—2
Tp = )

2
pentru orice n € N, n > 2.

12. S4 se arate cd dacd sirul (x,),en, din R, are proprietatea ci exista
A € (0,1) astfel incat

|Tns1 — Tngo| < X|Tn — Tpga|,

pentru orice n € N, atunci el este convergent.
13. Si se arate c& dacd sirul (x,,)nen, din (0, 00), are proprietatea ci

1
Tn+1 S ((Sn - l)xn + xn—l)a
Sn+1

pentru orice n € N, unde S,, = 1 + 22 + ... + x,,, atunci el este convergent si
sd se afle limita sa.
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REZUMAT

Fie (z,)neny un sir de numere reale care este crescitor (i.e. x, <
Tni1, pentru orice n € N). Atunci (z,).cn este convergent daci si

numai daca este marginit, caz in care lim x,, = supx,.
n—oo nGN
Un sir marginit din R? are un subsir convergent.

Un sir (z,)nen, din R?, se numeste sir Cauchy daci pentru orice
e > 0, exista n. € N, astfel incat, pentru orice m,n € N, m,n > n,,
avem ||z, — z,| <e.

Un sir convergent (z,),cn, din R?, este sir Cauchy.

Un sir Cauchy (z,)nen, din RP, este marginit.

Un sir Cauchy (z,),cn, din RP, care are un subsir convergent,
este convergent.

Un sir (z,)nen, din RP, este convergent daci si numai daci este
Cauchy.

Bibliografie

1. Nicu Boboc, Analiza Matematica I, Editura Universitatii din Bu-
curegti, 1999 - cota la biblioteca Facultdtii de Matematicd si Informatica,
Universitatea din Bucuresti II 39214

2. Ion Colojoard, Analiza Matematica, Editura Didactica si Pedagog-
icd, Bucuresti - cota la biblioteca Facultatii de Matematicad si Informatica,
Universitatea din Bucuresti II 32023

3. W.J. Kaczor, M.T. Nowak, Problems in Mathematical Analysis
I, American Mathematical Society, 2000

161



SIRURI DE FUNCTII

Convergentad simpla si uniforma pentru siruri de functii
Caracterizarea convergentei uniforme cu ajutorul |||
Criteriul lui Cauchy pentru convergenti uniforma

Convergenta simpla si uniforma pentru siruri de functii

De multe ori, suntem confruntati cu un fenomen f care nu poate fi eval-
uat in mod nemijlocit, dar care este prezentat ca limita unui gir de alte
fenomene f,, care pot fi controlate. Apare astfel, in mod natural, notiunea
de convergenta simpla pentru siruri de functii

Definitie. Fie (f,)nen un sir de functii, f, : D C RP — RY, pentru orice

neN, g f: Dy CDCRP— R
Spunem cd sirul (fn)nen converge (simplu), pe Dy, cdtre f, si vom nota

fom f

dacd, pentru orice x € Dy, avem

Jim fu(@) = (@),
1.€.

pentru orice x € Dy si orice € > 0, existd n, . € N, astfel incat, pentru orice n € N, n > n, .,

avem

| fo(z) — f(2)| < e.

Exemple
1. Si se studieze convergenta simpld a girului de functii, f, : R — R,

T
fn(x) = ;7
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pentru orice x € R sin € N.
2. S4 se studieze convergenta simpld a sirului de functii, f, : [0,1] — R,

falz) = 2",

pentru orice x € R sin € N.
3. S4 se studieze convergenta simpla a girului de functii, f,, : R — R,
4

fYL(':C) -

n
pentru orice x € R sin € N.
4. Sa se studieze convergenta simpla a girului de functii, f, : R — R,

_ sin(nx)

fYL(':C) )

n

pentru orice x € R sin € N.
5. S& se studieze convergenta simpld a girului de functii, f,, : R — R,

, dacd n este impar
, dacd n este par

fn(x) = {

Y

SI=318

pentru orice x € R gin € N.
6. S4 se studieze convergenta simpld a girului de functii, f, : [a,b] — R,
nf(z)
fula) = 2L,

n

pentru orice z € R i n € N, unde a,b € Rsi f : [a,b] — R.

Observatie. Suntem interesati in a studia in ce mdasurd proprietdtile
functiilor f, se transmit la functia f. Asa cum aratd exemplul 2 de mai
sus (unde degi functiile f, sunt continue, functia limitd nu are aceastd pro-
prietate), convergenta simpld nu este instrumentul adecvat acestui scop. O
analiza geometricd a exemplului de mai sus arata cd motiwvul discontinuitdtic
functier limita in 1 este faptul cd, pe mdsurd ce n creste, graficul lui f, se
departeazd de graficul lui f in apropierea lui 1. Prin urmare avem nevoie de
0 noud notiune de convergentd pentru sirurt de functii, convergentd care sd
oblige "graficul lui f, sd convearga cdtre graficul lui f".

Definitie. Fie (f,)nen un sir de functii, f, : D C RP — RY, pentru orice
neN, gt f:DygCDCRP— R,
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Spunem cd girul (f,)nen converge uniform, pe Dy, cdtre f, i vom nota
fn =1,
daca
pentru orice € > 0, exista n. € N, astfel incdt, pentru orice n € N, n > n, i orice x € Dy,

avem

| fu(x) — f(@)]| <e.

o 7 A u A 9 v
Observatie. In cazul in care p = q = 1, f, — f inseamnd cd pentru
orice € > 0, existd n. € N, astfel incdt, pentru orice n € N, n > n., avem

f(x) —e < falz) < f(2) +e¢,

pentru orice x € Dy, adicd pentru orice € > 0, existd n. € N, astfel incait,
pentru orice n € N, n > n, ., graficul lui f, se afld intre Gy_. st Gy e, adicd
"graficul lui f, converge catre graficul lui f".

Observatie. Vom vedea ca notiunea de convergentd uniformd pentru
siruri de functii este cea care permite transferul proprietatilor lui f, la f, in
particular, permite permutarea limitei cu derivata si cu integrala. De aseme-
nea, ea ne permite constructia unor obiecte matematice foarte "exotice”, ca
de exemplu functii din R in R care sunt continue dar sunt nederivabile in
orice punct al lui R, curbe a caror imagine umple un pdtrat etc.

Observatie. Din pdcate, fenomenul convergentei uniforme nu apare in
situatiile intdlnite de cdtre fizicieni atdt de des pe cdt ar dori-o ei. Din acest
motiv, in cadrul teoriei integraler Riemann, permutarea limitei cu integrala
are loc intr-un cadru prea restrans in raport cu mevoile impuse de fizicd.
Acesta constituie unul dintre motivele care au condus la elaborarea teoriei
integralei Lebesque.

Lema urméatoare furnizeazi o conditie necesara si suficientd pentru ca un
sir de functii s& nu conveargd uniform.

Lem&. Fie (f,)nen un gir de functii, unde f, : D C RP — RY, pentru
oricen €N, gi f: Dy C D CRP— R,

164



Atunci (fn)nen nu converge uniform, pe Dy, cdtre f, dacd si numai dacd
existd 9 € R, g9 > 0, un subgir (fy, )ken ol i (fn)nen §0 un gir (xp)gen de
elemente din Dy, astfel incdt

| fur (2x) — f(@p) || > €0,
pentru orice k € N.

Exemple-Exercitii. Si studieze convergenta uniforma a sirurilor de
functii prezentate mai sus.

Caracterizarea convergentei uniforme cu ajutorul ||.||_

Definitie. Daca f : D C RP — R? este o functie marginita, definim
norma lut f prin

/[l = sup [[f ()]
xeD

Exercitiu. S¥ se arate c# ||.||_ verifici proprietatile normei.

Propozitie. Un sir (fu)nen de functiic marginite, f, : D C RP — RY,
converge uniform, pe Dy, catre f: D CRP — RY dacd si numai dacd

Exercitiu. Sa se aplice aceastd propozitie pe exemplele de mai sus.
Criteriul lui Cauchy pentru convergenta uniforma

Ca si in cazul sirurilor de numere reale, prezentam un criteriu de tip
Cauchy (care va fi folosit, spre exemplu, in cadrul demonstratiei teoremei lui
Tietze).

Criteriul lui Cauchy pentru convergenta uniforma. Fie sirul (f,,)nen
de functit marginite, f, : D C RP — R4,

Atunci exista f: D CRP — RY astfel incdt (fn)nen converge uniform, pe
D, catre f, daca st numai dacda pentru orice € > 0, existd n. € N, astfel ca
pentru orice m,n € N, m,n > n., avem

||fn - fm“ <é&.
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Exercitii.
1. S& se studieze convergenta simpla si uniform& pentru urmétoarele
siruri de functii:
1) fn : [_171] - R?
x
fn(x) - 1+n2$2,
pentru orice n € N si x € [—1,1].
i) f,:10,1] = R,
falz) = 2"(1—a"),
pentru orice n € Ngi x € [—1,1].
iii) f, :[0,00) — R,

x
falw) = r+n’
pentru orice n € N gi x € [0, 00).
iv) fn:[a,b] = R,
x
Jalw) = r+n’

pentru orice n € N si z € [a, b], unde 0 < a < b.

Observatie. Ezercitiile iii) §i iv) aratd cd este important sd precizam pe
ce multime studiem convergenta uniformd.

V) fn : (_171) - R?

1—a"

n\T) = )

fal) = T
pentru orice n € Nsi x € (—1,1).

2. Fie f, : A C R — R un sir de functii care converge uniform cétre
f: ACR—R. Si se arate cd sirul de functii (g,)nen, unde g, = lf}%,
pentru orice n € N, converge uniform.
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REZUMAT

Fie (f,)nen un sir de functii, f, : D C R? — RY, pentru orice n € N,
si f:DyC DCRP— R Spunem ci sirul (f,),en converge uniform,
pe Dy, citre f, si vom nota f, — f, daci pentru orice ¢ > 0, exist3
n. € N, astfel incat, pentru orice n € N, n > n., si orice z € Dy, avem
[ fa(@) = f(z)]| <e.

Daca f : D C R? — R? este o functie marginitd, definim norma
lui f prin |f|, = ilelg\f(x)\-

Un sir (f,)nen de functii méirginite, f, : D C R’ — RY, con-
verge uniform, pe Dy, catre f : D C R’ — R? daca si numai daca
Tim | £, ~ f]] = 0.
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LIMITA SUPERIOARA SI INFERIOARA A UNUI SIR

Notiunea de limita superioara si limita inferioara pentru un sir
marginit de numere reale
Caracterizarea convergentei sirurilor marginite cu ajutorul
limitelor superioara si inferioara

In aceastd sectiune vom introduce notiunile de limita superioara si lim-
itd inferioara pentru un sir marginit de numere reale care sunt utile pentru
"clasificarea" girurilor divergente.

Notiunea de limita superioara si limita inferioara pentru un sir
marginit de numere reale

Supremumul unei submultimi S a lui R poate fi descris ca fiind infimumul
multimii acelor numere reale ce sunt mai mari decat orice element al lui S.

Este util s& se relaxeze aceasta conditie si s& considere infimumul multimii
acelor numere reale pentru care existd numai un numar finit de elemente ale
lui S mai mari decat ele.

Din mai multe motive, in cazul sirurilor de numere reale este important
si se considere o usoars modificare a acestui concept. Intr-adevir, un sir
(Zn)nen, de numere reale, furnizeazi o submultime a lui R, dar girul poseda
o structurd suplimentard prin faptul c& elementele sale sunt indexate dupa
N, deci avem aici o ordonare, care nu este prezentd in cazul unei multimi
arbitrare de numere reale. Ca urmare, acelagi numar poate si apara de mai
multe ori in multimea termenilor sirului, fenomen ce nu este prezent pentru
multimi arbitrare de numere reale. Suntem condusi astfel la urmétoarea

Definitie. Fie (x,)nen un sir de numere reale marginit superior. Atunci
limita superioard a sa, notatd

lim sup x,

sau
lim z,,
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este infimumul multimii numerelor reale v, cu proprietatea cd existd un
numdr finit de numere naturale n astfel incdt

v < Ty

Similar, fie (Tp)nen un sir de numere reale mdrginit inferior. Atunci
limita inferioard a sa, notatd

lim inf x,
sau

limz,

este supremumul multimit numerelor reale v, cu proprietatea cd existd un
numdr finit de numere naturale n, astfel incat

V> T,

Observatie. Dacd (z,)nen este un gir de numere reale marginit, atunci
limita superioard gi limita inferioard existd si sunt unice.

Observatie. Unii autori folosesc notatia lim sup x,, = oo pentru a marca
faptul ca girul (x,)nen, de numere reale, este nemdrginit superior, respectiv
notatia lim inf x, = —oo pentru a marca faptul cd girul (z,)nen, de numere
reale, este nemdrginit inferior.

Exista si alte moduri de a caracteriza limita superioard a unui sir de
numere reale. Anume avem:

Propozitie. Fie (z,)nen un sir de numere reale marginit superior gi I* €
R.
Atunci urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
i)
I* = lim sup x,.

i) pentru orice € > 0, existd un numdr finit de numere naturale n astfel
Incat
I +e<uw,,

dar existd un numdr infinit de numere naturale n astfel incdt

*—e<uz,.
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[*=inf sup x,.
meN peN, n>m

iv)
[*= lim sup x,.
m—00 peN, n>m

v)

I = sup{x € R | existd un subgir (z,, )ren ol lui (,)nen, astfel ca klim Tp, = T}

Observatie. Multimea

{z € R | existd un subsir (x,, )ken al lui (z,)nen, astfel ca kh—%loxnk =z}
care poartd numele de multimea punctelor limitd ale sirului (z,)nen, ne dd,
prin "bogatia” elementelor sale, o mdasurd asupra "gradului” de divergentd
al unui gir, anume, cu cdt aceasta multime are mai multe elemente, cu atdt
sirul in cauzd este "mai divergent”.

Exercitiu. Formulati si demonstrati propozitia analoaga pentru limita
inferioars.

Caracterizarea convergentei sirurilor marginite cu ajutorul lim-
itelor superioara si inferioara

Teorema. Un sir de numere reale marginit (r,)nen este convergent dacd
$t numai dacd
lim inf x, = lim sup x,,

caz in care limita sirului este aceastd valoare comund.
Demonstratie.
=" Fie
[ = lim z,,.

n—oo
Atunci, pentru orice € > 0, existd n. € N, astfel ca pentru orice n € N,
n > n., avem
l—e<zx,<l+ec.

Ultima inegalitate arata ca

lim sup x, <l+¢
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iar prima cd
I —e < liminf x,.

Prin urmare
lim sup x, — lim inf x, < 2,

pentru orice € > 0, deci

lim inf x, = lim sup x, = lim x,.
n—oo
7<" Fie
[ = lim inf x, = lim sup x,.

Atunci, pentru orice € > 0, existd n! € N, astfel ca pentru orice n € N,
n > nl, avem
T, <l+e

si existd n? € N, astfel ca pentru orice n € N, n > n?, avem
[l —e<uzx,.
Atunci, pentru orice n € N, n > max{n},n2}, avem
l—e<uz,<l+e¢,

deci
[ = lim inf x, = lim sup x, = lim x,.

n—oo

Observatie. Teorema de mai sus subliniazd modul in care notiunile de
limitd superioard si inferioard contribuie la clasificarea sirurilor divergente
prin evaluarea distantei dintre limita inferioard si cea superioard, anume cu
cdt distanta dintre lim inf x,st lim sup x, este mai mare, cu atdt sirul in
cauzd este "mai divergent”.

Exercitii.
1. Sa se determine lim inf x,, si lim sup x,, pentru:
i)
24 (=1)" L nm
= ————— +sin —
1+nE0" 27

n

pentru orice n € N.
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i)

1+ (=1 n N
Tpn = <_ ) o 10
2 2n+1
pentru orice n € N.
iii)
1...1 nm
n — 1 - n - _1 n —,
x (—i—n) [2+( )]+cos2
pentru orice n € N.
iv)
n(n+1

Ty =1+2(=1)"" +3(-1)"2 ,

pentru orice n € N.
2. Fie (2,)nen $1 (Yn)neny doud siruri de numere reale marginite.
Sd se arate ca:

a)

lim inf z, <lim sup z,.

b) daci ¢ € R, ¢ > 0, atunci

lim inf ¢z, = ¢ lim inf [z,

i
i lim sup cz, = ¢ lim sup z,,.
b’) dacd ¢ € R, ¢ <0, atunci
lim inf cx, = ¢ lim sup z,
si

lim sup cz, = ¢ lim inf z,.

c)

lim inf x,, + lim inf y,, < lim inf (z, + y,).

d)
lim sup (z, + y,) < lim sup z,, + lim sup y,,.

e) daci
T < Yn,

pentru orice n € N, atunci

lim inf z, <lim inf y,
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si
lim sup z,, < lim sup y,.
Observatie. In general, inegalititile de mai sus sunt stricte.

A se studia cazul
x, = (=1)"
si
Yn = (_1)n+1’

pentru orice n € N.
3. Pentru un gir (z,),en de numere reale strict pozitive, si se arate ci

lim =" < lim ¢/, < lim/z, < Im=

Tn Tn

In particular, dacs girul (xgzl Jnen este convergent, atunci si sirul ({/Z,)nen
este convergent si

. . Tpt1
lim {/z, = lim —/—.

n—oo n—oo a’,‘n

4. Pentru un sir marginit (x,),cy de numere reale pozitive, si se arate

ca
Im(2 — zp41)z, < 1.

5. Pentru un gir marginit (x,),en de numere reale cu proprietatea cid
pentru orice € > 0, existd n. € N, astfel incat pentru orice n € N, n > n, si
pentru orice p € N avem

Ty — Tpyp < E,

sd se arate cd girul considerat este convergent.
6. Pentru un gir (z,,),en de numere reale strict pozitive, si se arate ci

—T1+To+ ... +Tp_1+ Ty
lim

> 4.
Tn

S4 se arate cd existd un sir (x,),en de numere reale strict pozitive pentru
care limZd22tton1ton _ 4

Tn
7. Pentru un sir (z,),en de numere reale strict pozitive, si se arate ci

1+ Tnt1
Tn

lim n( —1) > 1.

S4 se arate cd existd un sir (x,),eny de numere reale strict pozitive pentru
- 1
care lim n(*tl — 1) =1,
Tn
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7. Fie un gir crescator (x,),en de numere reale strict pozitive care are
proprietatea ca
Lnm 2 N,

pentru orice n,m € N.

Sd se arate ci dacd sup®* < oo, atunci sirul (#*),cy este convergent.
neN
8. Si se arate cd sirul (z,),en de numere reale dat prin relatia de re-

curenta
2

)
Tn+1 + T,
pentru orice n € N, unde z1, 25 € (0,00), este convergent.

Tnt2 =

REZUMAT

Fie (z,)neny un sir de numere reale mdrginit superior. Atunci
limita superioara a sa, notata lim sup z,, sau lim z,,, este infimumul
multimii numerelor reale v, cu proprietatea ca existd un numar
finit de numere naturale n astfel incat v < z,,.

Un sir de numere reale mirginit (z,),cy este convergent daci si
numai daca lim inf z, =lim sup z,, caz in care limita sirului este
aceasta valoare comuna.
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METODA LUI CESARO DE SUMARE

Sirul mediilor aritmetice ale unui sir de numere reale
Notiunea de sir Cesaro sumabil
Convergenta implica convergenta in sensul lui Cesaro

Vom prezenta in aceastd sectiune un alt instrument care permite "ma-
nipularea" sirurilor divergente, instrument care se va dovedi util in studiul
seriilor Fourier.

Sirul mediilor aritmetice ale unui sir de numere reale
Notiunea de sir Cesaro sumabil

Chiar daca un sir nu este convergent, este posibil si i se atageze o ”limita
generalizatd” .

Definitie. Dacd (r,)nen este un gir de elemente din RP, atunci sirul

(S )nerts definit de

T+ 29+ ... +Tp
S, = 1 2 :

n

pentru orice n € N, se numeste girul mediilor aritmetice ale lui (T,)nen-

Observatie. Deoarece considerarea mediei aritmetice tinde sd netezeascd
eventualele fluctuatii ale lui (x,)nen, ne asteptdm ca sirul (Sp)nen Sd aiba
mai multe sanse de convergentd decdt girul (T,)nen-

Definitie. In conditiile de mai sus, dacd girul (S,)nen converge cdtre y,
spunem cd girul (x,)nen este Cesaro sumabil cdtre y (sau cd (x,)nen este
Cesaro convergent).

Observatie. Conceptul de sumabilitate Cesaro se va dovedi util in cadrul
teoriei seriilor Fourier, mai precis in cadrul teoremei lui Fejér.

Nota istoricd. Ernesto Cesaro (1859-1906) s-a nascut la Napoli, Italia.
Tatal sdu a fost printre primii fermieri italieni care au folosit mecanizarea
in agriculturd. Cesaro a studiat la Gimnaziul din Napoli si Nola, precum
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si la Ecole des Mines din Litge, cu Catalan. Acesta l-a ajutat si publice
primul sdu articol de matematica, in 1883. Era primul articol dintr-o serie de
noud avand drept subiect teoria numerelor. Cesaro a frecventat, la Sorbona,
cursurile predate, printre altii, de Hermite (care a gi citat in una dintre
lucrarile sale un rezultat al lui Cesaro) si Darboux. In urma unui conflict cu
unul dintre profesorii sai de la Liége, avand gi suportul lui Dini, primeste o
bursi care-i va permite si studieze la Universitatea din Roma. In 1887 obtine
titlul de doctor. Dupa o scurta perioadd ca profesor la un liceu din Roma
devine titularul catedrei de matematicd de la Universitatea din Palermo,
catedra pe care o ocupa pand in 1891, an in care devine titularul catedrei de
Analizd Matematica de la Universitatea din Napoli. Principalele contributii
ale lui Cesaro au privit geometria diferentiala. Ele sunt cuprinse in cartea
intitulatd ” Lezione di Geometria intriseca” (1896). Prin lucrarile lui privind
fizica matematica, a fost unul dintre cei care au raspandit in Europa ideile
lui Maxwell (trebuie mentionat c& a fost necesar un timp indelungat pentru
ca oamenii de gtiintd s inteleagd importanta acestora). Moartea lui Cesaro
s-a produs in circumstante tragice, anume in urma incercarii de a-si salva de
la inec propriul fiu in varsta de 17 ani.

Este rezonabil sa ne agteptdm ca limita generalizatd a unui sir convergent
sd fie chiar limita sa.

Convergenta implica convergenta in sensul lui Cesaro

Rezultatul de mai jos se va folosi in cadrul demonstratiei teoremei lui
Tauber (vezi pagina ).

Teorema. Dacd (x,)nen este un gir de elemente, din RP, care converge
catre x, atunci girul (S,)nen converge cdtre x.
Demonstratie. Deoarece
lim z, = =z,

n—oo
pentru orice € > 0, exista n. € N, astfel incat pentru orice n € N, n > n,,
|zn — 2] < e.

De asemenea, existd M € R, astfel incat

ln =l < M,
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pentru orice n € N.
Atunci, pentru n € N, n > n,, avem

|(x1 — )+ (x2 — ) + ... + (z, — )|

HSn _xH = <
n
< [(z1 —2) + .. + (Tn. — 2| N [(Zn41 = 2) + .. + (20 — 7)|| <
n n
M n—n,
S Ne— + €.
n n
Cum
limn.— =0,
n—oo n

existd ng € N, astfel incat pentru orice n € N, n > ng,

n.— < €.
n

Prin urmare, pentru orice n € N, n > max{n., no}, avem

1S, — || < 2¢,
deci
lim S,, = x.
n—oo

Observatie. Una dintre cele mai spectaculoase aplicatii ale metodei de
sumare a lui Cesaro este teorema lui Féjet, care afirmd ca o functie continud
se determind din seria sa Fourier folosind procesul sumabilitatii Cesaro, desi
nu poate fi determinatd intotdeauna din seria sa Fourier folosind convergenta
obignuitd.

Nota istoricd. Lipdt Fejét (1880-1959) (numele siu real este Leopold
Weiss) s-a niscut la Pécs, Ungaria, in 1880. Intre 1897 si 1902 a studiat
matematica gi fizica la Budapesta si Berlin unde a fost studentul lui Schwarz.
Teorema referitoare la teoria seriilor Fourier care-i poartd numele, publicata
in 1900, constituie baza tezei sale de doctorat pe care a sustinut-o in 1902 la
Budapesta. Intre 1902 si 1905 pred# la Universitatea din Budapesta, apoi,
intre 1905 si 1911 la Koloszsvar (Cluj), iar din 1911 pind la moartea sa, in
1959, din nou la Budapesta. Principalul sdu domeniu de studiu a fost anal-
iza armonicd, dar a publicat de asemenea un articol important despre functii
intregi (impreund cu Carathéodory, in 1907) si unul despre transformari con-
forme (impreund cu Riesz, in 1922).
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Exercitii
1. Sirul dat de
T, =14+ (=1)",

pentru orice n € N, nu este convergent, dar este Cesaro sumabil citre 1,
care este cea mai naturald alegere pentru o limitd generalizatd a lui (z,)nen,
deoarece acest gir are doud subgiruri convergente cédtre 0 si respectiv 2.

2. Dacd (x,)nen este un gir monoton de numere reale, care este Cesaro
sumabil cdtre € R, atunci (x,,),en converge citre z € R.

3. Fie (z,)nen 81 (Yn)nen doud giruri de numere reale convergente cétre
[ € R, respectiv I € R.

Atunci sirul (z,)nen, dat de

_ ZoYn + T1Yn—1 + ... + Tnlo
n+1

n Y

pentru orice n € N, este convergent citre 1.

REZUMAT

Daca (z,),en este un sir de elemente din R?, atunci sirul (S,),en,
definit de S, = ZH2E-tin pentru orice n € N, se numeste sirul
mediilor aritmetice ale lui (z,),cn. Daca sirul (5,,),en converge cétre
y, spunem ci sirul (z,,),cn este Cesaro sumabil citre y (sau c& (z,,)nen
este Cesaro convergent).

Daca (z,),en este un sir de elemente, din R?, care converge citre
x, atunci sirul (S,),eny converge citre z.

Bibliografie

1. Robert G. Bartle, The Elements of Real Analysis, John Wiley &
Sons, Inc., New York-London-Sydney, 1964.
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NUMERELE e SI ~

m (14+ 4+ 4+ . +L)=lim(1+L)m=e

e este irational
lim(1+44...4+1—Inn) =~

n—oo

O suma4 de bani Sy, investitd cu o dobanda anuali de % va genera, dupé
un an, in cazul calcularii anuale a dobanzii, o suma de

SO—FTS() = 50(1+T)

Daca dobanda este calculatad semestrial, dupa primul semestru suma gen-
erata este de

r r
So + 550 = So(1+ 5),

iar dupa un an este de

r LN 2
So(1+ 2)+50(1+ 2)2 So(1 + 2) ;

sumd mai mare decét cea acumulatd in cazul calculului anual al dobénzii,
deoarece, in acest al doilea caz, dobanda acumulatd in primul semestru se va
constitui intr-o noud sum4 care, la rdndul ei, va genera dobanda in cel de al
doilea semestru.

In cazul in care dobanda este calculat# este calculatd de n ori pe an, suma
generatd dupd un an este

T
14 =)
Sol1+ )

Cu cat n este mai mare, cu atat investitia este mai profitabild.
Suma maximi ce se poate obtine dupd un an este

S lim (1 + 2)™.
n—oo n
Asadar, in mod natural suntem condusi la studiul limitei sirului
lim (1 4 l)”
n—oo n

Aceasta este si motivul pentru care limita girului descris mai sus poarta
numele de baza logaritmului natural.

lim (144 + 5+ .+ 1) = lim (1+ 1) =e

n—oo n—oo
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Propozitie. Sirurile
1 n
(1 )"
¥ 1 1 1
(1—0—54—54—...4—5)”61\1
sunt convergente si au aceeasi limitd notatd cu e.
Demonstratie. Conform cu inegalitatea mediilor, avem

1.1 nl+i)+1 1
14+ 2))m <« —— 22— — ]
( +n)) n+1 n+1

Y

i.e.
1 )n+1

n+1

Y

(1+%)”<(1+

pentru orice n € N.
Prin urmare girul, de termen general ((1 4 1)),y este strict crescitor.
S& observdm ci pentru orice n € N, n > 2 si orice k € {1,...,n} este
valabild inegalitatea

11
k
Ok <
deci
(1+l)”—i0’“i<ii<
n’ "k k!
k=0 k=0
<1+1+(1+1++ ! )=
o2 2.3 77 (n—1)-n’

pentru orice n € N, n > 2, deci sirul de termen general ((1 + 1)),y este
marginit superior.

Prin urmare girul de termen general ((1+ £)™),en este convergent.

Fie

1
Im (1 +=)"=e.
im ( +n) e

n—oo

Dupa cum am observat mai sus, avem

RS P I R
n 20 7l
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pentru orice n € N, n > 2.
Pentru orice m,n € N, m > n > 2, avem

1 1 1 1 1
1+=)"=14+C—+ .. +C—+CM'—— + .+ C"—,
m m mn mntl mm
deci ] 1 ]
1+CL—+ . +C— < (1+—)",
m mn m

de unde, prin trecere la limitd dupa m, obtinem

1 1 1 1
+ﬂ+a—|—...+m<6.

Asadar
1 1., 1 1 1 1
( +5) < —i-ﬂ—i-a—l—...—l-a <e,
pentru orice n € N, n > 2, de unde deducem c& sirul de termen general

L L1 1
(I 45+ F —pnen

este convergent si

|
o

. 1 1 1
7111_>H()lo(1+ﬁ+§+...+m)—

e este irational

Propozitie. e ¢ Q.
Demonstratie. Sa remarcam faptul cd, pentru orice ¢ € N, avem

1+1+1+ +1+1‘( ! + +1)
e = e e m(———+...+—).
2! gl m—oo(g+1)! m!
Deoarece
1 1 1 1 1
o= 1+

(¢+1! “ml o (¢+1)! q+2+"'+(q+2)(q+3)---m]<

< 1 1+ ! + ! + L
(g +1)! q+2 (¢+2)2  (¢+2)ma!

| =
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1 1= ()" 1 1 q+2 1 g+2 1

< = < = =
@+ 1--5 @+ -5 a-(@+1)? dalg+2) q-q

)

pentru orice ¢, m € N, m > ¢, deducem c&a

deci

pentru orice ¢ € N.
Sa presupunem, prin reducere la absurd, ci existad p, ¢ € N astfel incat

D
e=-.
q
Atunci ¢ > 1 (pentru ci e € (2,3)).
Deoarece ] ] ] )
p
0<=—14+=4+=4+...4+4—=) < —,
q ( le!jL2!jL +q!) q-q
deducem c&
D 11 1. 1
O<qgl-—(1l+—=-4+=+..+=)]<=-<1

ceea constituie o contradictie, deoarece q![§ —(l+H5+5+..+ %)] € Z.

lim(1+2+...4+L—Inn) =~

Propozitie. Sirul

1 1
a+§+m+ﬁ—mm%N

este convergent.
Limita sa se noteazd cu 7.
Demonstratie. Asa cum am véazut mai sus

1
1+)"<
(1+-)" <e,

pentru orice n € N, n > 2.
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Conform inegalitatii mediilor avem

1 1 1+n(1—l) 1
1-(1—=))mn <« ——— nl ]
(1 n))+ n-+1 n+1’
deci ] 1
1—=) < (1———=)""
(-2 < (1= =),
de unde
1 - 1
= = a=p"
i.e.

(1+ %)”*1 <(1+ )"

n—1
pentru orice n € N, n > 2.
Deoarece
lim (1 + l)”+1 =e,
n

deducem ci ]
< 1 - n-‘rl,
e<(1+ n)

pentru orice n € N, n > 2.
Asadar

1 1
1+ )" <e< (14 —)H
(142 <e< (4o,

de unde, avand in vedere monotonia functiei logaritmice, avem

1
i <ln(n+1)—lnn<g,

pentru orice n € N, n > 2.
Cu notatia

—_

1
chn=1+=+..+——lnn,
n

[\)

inegalitatea de mai sus aratd ci
Cn+1 — Cp < 07

pentru orice n € N, n > 2.
Asadar sirul (¢;,)nen este descrescétor.
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De asemenea, prin sumarea inegalitdtilor de tip (x), deducem c&
0 < cp,

pentru orice n € N.
Prin urmare sirul (¢, ),en este marginit inferior.
In concluzie, girul (¢, ),en este convergent.

Observatie. v este cu aproximatie de cinci zecimale 0,57721.
Nu se cunoaste dacd v este numdr rational.
Deoarece

lim Inn = oo,

n—oo

deducem cd ] ]
lim (1+=+..4+—) = oc.
n

n— o0 2
Exercitii.
1. S4 se arate ci dacd sirul de numere reale (z,,),cn are proprietatea ci
lim z,, = oo sau lim x,, = —o0, atunci

n—oo n—oo

lim (1 + i)””” =e.

n—oo ,j(jn
2. Daca, pentru orice n € N, consideram

1 1 1 1
Ty = —|—ﬁ—|—5—|—...+m,

atunci existd un gir convergent (o, )nen care are proprietatea cd

lima, =1

n—oo

si

Q
e=2x,+
n

pentru orice n € N.
3. Si se arate ca
lim (nle — [nle]) = 0.

4. Fie (z,)nen un gir de numere reale astfel incat

Ty <M,
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pentru orice n € N si
lim z,, = oo.

n—oo

S4 se arate cd .
lim (1 — =—=)" = 0.

n—00 n

5. Fie (z,,)nen un sir de numere reale pozitive astfel incat

lim z,, = oo.

n—oo
S4 se arate cd

Ty
lim (1+—)" = 0.
n—oo n

6. Fie (x,)nen un sir de numere reale pozitive si p € N.
Sa se arate ca

> eP.

E<$1 ‘I’ I,H_p )n
n—oo ,’L‘n

7. S& se determine a € R astfel incat sirul (n{an!}),en sd fie convergent.
8. Sd se arate ca

1
.+ —)=1In2.
n—oon  n+1 Tt Qn) i

9. Si se arate cd sirul ({143 + ... + = —Inn}),en nu este convergent.

REZUMAT

Sirurile (14 2)")pen si (14 4 + 57 + ... + = Jnen Sunt convergente si
au aceeasi limitd notata e.

e ¢Q

Sirul (1+ % +.. +% —Inn),en este convergent. Limita sa se noteazi
cu 7.
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SIRURI DE NUMERE REALE CU LIMITA INFINITA

In conformitate cu definitia topologiei pe R si a limitei unui sir de elemente
dintr-un spatiu topologic, suntem condusi la urméatoarea

Propozitie. Pentru un sir (x,)nen de numere reale avem lim z, = oo

n—oo

daca i numai dacd pentru orice € € R, existd n. € N astfel incat pentru
orice n € N, n > n., avem
Ty > €.

Propozitie. Pentru un §ir (z,)nen de numere reale avem lim x,, = —o0

n—oo

dacd si numai dacd pentru orice € € R, existd n. € N astfel incat pentru
orice n € N, n > n,., avem
Ty < E.

Exercitii. Fie (2,)nen $1 (Yn)nen doud siruri de numere reale.
Atunci:
i) dacd lim z,, = co si limy, =1 € RU{oo}, atunci lim (z,, + y,) = o0;

ii) daca nlg{)loxn = —00 si Y}LIgoyn =1 e RU{—o0}, atunci 7115210(% +yp) =
— 00

iii) dacd lim x, = oo §i limy, =1 € (0, 00], atunci lim (z, + y,) = o0;

iv) dacd ﬁ?noo:ﬂn = oo si lyllr?fgjn =1 € [~0,0), atuncinﬁrilo (Tntyn) = —00;

v) dacd Ti?nooxn = —00 §7;_ilo;n yn =1 € (0, 00], atunci Ti;noo(xn+yn) = —00;

vi) dacéﬁiﬁl;xn = —00 §131;3:;yn =[ € [—-00,0), atungfﬁngo(xn+yn) = 00;

vii) dacd z,, # 0, pentru orice n € N, atunci lim |z,| = co dacd gi numai
n—oo

dacs lim L = 0.

n—oo¥n

REZUMAT

Evident cd un rezumat nu isi are rost pentru aceasta sectiune.
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LEMA LUI STOLZ-CESARO

Un instrument foarte util pentru calculul limitelor de siruri este lema lui
Stolz-Cesaro care permite determinarea limitei unui gir in cazul in care ne
confruntam cu situatii de genul % sau 2.

Nota istoricd. Otto Stolz (1842-1905) s-a nascut in Hall, Tirol, Austria.
A studiat la Gimnaziul i Universitatea din Insbruck. In 1864 primeste titlul
de doctor in matematicad de la Universitatea din Viena, cu o tezd de geome-
trie, unde functioneazi ca Privatdozent pansd in 1871. Intre 1869 si 1871,
beneficiind de o bursa, urmeaza la Berlin cursurile lui Weierstrass, Kummer
si Kronecker si la Gottingen cursurile lui Klein. Sub influenta lui Weierstrass
devine interesat de probleme de analizi matematics. In 1876 devine profesor
la Universitatea din Insbruck.

Teorema. Fie (T,)nen §¢ (Yn)nen doud siruri de numere reale astfel incat
(Yn)nen este strict crescator gi lim y,, = oco.

Atunci, dacd ezistd lim J=2=" € R, existd gi lim £ gi

n—oo In+1=Yn n—oo Yn

. T . Tnt+1 — Tn
hm -_— = hm —_—.
n—o0 ’yn n—o0 yn+1 — ’yn

Demonstratie. Cu notatia lim =" = [ vom studia cazurile:

n—oo Yn+1—Yn

i)l =00
i) [ = —o0
iii) [ € R.
Pentru cazul i), avem c& pentru orice ¢ > 0, existd n. € N astfel incat
Yn >0
si
Tpt1 — T
Zntl T 3¢,
Yn+1 — Un
ie.

Tpny1 — Ty > 35(yn+1 - yn)

pentru orice n € N, n > n..
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Atunci, prin adunarea inegalitidtilor de mai sus corespunzitoare lui n €
{ne,n. +1,...,m}, obtinem

Tm+1 — xns > 35(ym+1 - yne)a

i.e.

Tm+1 yne xne

>3 —3e—— +
Ym+1 Ym+1  Ym+1
pentru orice m € N, m > n..

Deoarece lim y,, = oo, existd m. € N astfel incat

n—oo
e l<e
merl
si
1
yne < =,
Ym+1 3

pentru orice m € N, m > m,..
Prin urmare, pentru orice m € N, m > max{n., m.}, avem

Tm+1

>3 —ec—€=c¢,
merl

ceea ce arata ca

L

lim — = oo.
nﬂooyn

Cazul ii) se trateazd asemanitor.
Pentru cazul iii), avem c& pentru orice € > 0, existd n. € N astfel incat

Yn >0
si
T -
ntl T on l' <e,
Yn+1 — Yn
i.e.

(l - €)<yn+1 - yn) < Tpt1 — Tp < (l + 8)(yn+1 - yn)

pentru orice n € N, n > n..
Atunci, prin adunarea inegalititilor de mai sus corespunzitoare lui n €
{ne,ne +1,...,m}, obtinem

(l - 5)(ym+1 - yne) < Tm41 — Tp, < (l + 5)(ym+1 - yns)?
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i.e.
Ym+1 Ym+1 Ym+1 Ym+1 Ym+1

pentru orice m € N, m > n..
Deoarece lim y,, = oo, existd m. € N astfel incat

n—oo
T
—e< <
Ym+1
si
yns
—e<—(l+e)—<e¢

ym+1

pentru orice m € N, m > m,..
Prin urmare, pentru orice m € N, m > max{n.,m.}, avem

—l<e4e+e=3,

ceea ce arata ca

Teorema. Fie (,)nen §¢ (Yn)nen doud siruri de numere reale astfel incdt
(Yn)nen este strict monoton gi lim x,, = lim y, = 0.

Tn+1—Tn Tn

Atunci, dacd existd lim € R, ezistd gi lim 2= g

n—oo Yn+17Yn n—o0 Yn
. X . Tpt1 — T
lim = = lim —/———~,
n—oo yn n—oo ynJrl — yn
Demonstratie. Putem presupune, fard pierderea generalitatii, cd sirul
(Yn)nen este strict descrescitor.

Cu notatia lim 22—~ = [ vom studia cazurile:
n—oo Yn+1="Yn

i)l =00

i) [ = —o0

iii) [ € R.

Pentru cazul i), avem ci pentru orice € > 0, existd n. € N astfel incat
M > 35,
Yn+1 — Yn
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i.e.
Tp+1 — Tn < 35(yn+1 - yn)

pentru orice n € N, n > n..
Atunci, prin adunarea inegalitdtilor de mai sus corespunzitoare lui k €
{n,n+1,...,m}, obtinem

Tmt1 — Tp < 35(ym+1 - yn)7

i.e.
Tn — Tyl > 35(3/71 - ym+1),

de unde

x 1 Tm+1
In o 30 g dmtl me

Yn Yn Yn
pentru orice m,n € N, m > n > n,,

Pentrun € N, n > n, fixat, deoarece limz, = lim y, = 0, existd m. € N,
p—00 p—00

m. > n > n, astfel incat

L,
Yn
si
m 1
Yme+1 <,
Yn 3
deci

X e+l Tme+1
In o 3o gedmett | Tmet >3 —c—¢c=c¢,

Prin urmare, pentru orice n € N, n > n., avem

T
= >¢,
Un

ceea ce arata ca
. In
lim — = oo.
n—00 Yy

Cazul ii) se trateazd asemanator.
Pentru cazul iii), avem c& pentru orice € > 0, existd n. € N astfel incat

Tptl — T
[—e< 2l 70 gy g,
Yn+1 — Un
ie.
(l + 5)(yn+1 - yn) < Tpy1l — Tp < (l - 5)(yn+1 - yn)
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pentru orice n € N, n > n..
Atunci, prin adunarea inegalititilor de mai sus corespunzitoare lui k €
{n,n+1,...,m}, obtinem

(l + 5)(ym+1 — yn) < Tm41 — Tp < (l - 5)(ym+1 - yn)a

ie.
—Zmt1 + (L&) (Um1 — yn) < =0 < —Zmga + (0= ) (Ymi1 — Yn),
de unde
Tmt1 = (0 =€) (Umt1 = Yn) < Tn < Tir — (L 4€) (Yma1 — ¥n),
deci
Il (gl oI oI gy gymil
Yn Yn Yn Yn Yn

pentru orice m,n € N, m > n > n,..

Pentru n € N, n > n, fixat, deoarece lim z, = limy, = 0, existd m. € N,
p—00 p—00

m. > n > n, astfel incat

—e < < e,
Yn
Yn
si
—e < (I+ s)ym”l <e,
Yn
deci .
—3e=-—€c—c—e<—=—l<e+e+e=3e,
Un
ceea ce arata ca
. In
lim — =1
n—oo yn

Exercitii.
1. Fie l € Rsi (%), un sir de numere reale cu proprietatea c#

lim [(n+ 1) 211 — na,] =1

n—oo
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S4 se arate cd
lim z, = L.

n—oo

2. Fie (,,),,cy un sir de numere reale strict pozitive cu proprietatea ci

lim n (x40 —z,) = 1.
n—oo
S4 se arate cd
lim z,, = ©

n—oo
si

lim z, = 1.

n—oo

3. Fie (x,),cy un sir de numere reale cu proprietatea ci x, > 0 si

nx,
Tpy1 = n+ .CC?Z,
pentru orice n € N.
Sa se calculeze
lim z,,.
n—oo

4. Fie | € R si (,),y un sir de numere reale cu proprietatea ci
lim (.flfn_t,_g — 3l'n+2 + 3l'n+1 — l’n) = 1.

Sa se calculeze
ikt
5. Fie (,,),,cy un sir de numere reale cu proprietatea ci
lim (z,12 + 22,41 + x,) = 0.

n—oo

S4 se arate cd

n—oo M,

6. Fie (r,),cy un sir de numere reale cu proprietatea ci existd a,b € R
astfel incat
lim zs, = a

n—00
si
lim Lop+1 = b.

n—oo
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S4 se calculeze

lim r1+ 2o+ ...+,
n—o0 n ’
7. Fie (2,),en S (Un),ey doud sir de numere reale cu proprietatea ci

$1>0,y1>17 T
n

si
Yn+1 = Yn (1 + .Ti) 5

pentru orice n € N.
Sd se arate c sirul (zy), oy, unde

Zn = T " Yn,
pentru orice n € N, este convergent.
8. Fie sirul (z,)nen, unde x1 = e si

+_
Tpt1 = 6“1 )

pentru orice n € N.
Sa se calculeze :
i)
lim z,,.
n—oo

lim E =7
n—o00 7’1,4

1<i<j<n

i)

REZUMAT

Fie (7,)nen 81 (Yn)neny doud siruri de numere reale astfel incat

(Yn)nen este strict crescitor si lim 0 Yy, = OO Atunci, daca exista
lim &0 c R atunci exista si hm In gj lim %2 = lim ZH=n
n—oo Yn+17"Yn n—o0 Jn n—oo¥n  n-sooYn+1=Yn '
Fie (z,)nen 81 (Yn)neny doud siruri de numere reale astfel incat
(Yn)nen este strict monoton si limz, = limy, = 0. Atunci, dacid
n—oo n—oo
Tn+1—Tn

existd lim M € R, atunci existi si lim 2= i lim 22 = lim

n—oo Yn+1— n—oo In n—oo In n—oo Yn+1—"Yn
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SERII DE ELEMENTE DIN R?

In ceea ce m# priveste, marturisesc c# toate rationamentele si calculele bazate
pe serii neconvergente mi s-au parut totdeauna aproape suspecte.
Jean d’ Alembert

The term infinite summation is an oxymoron. Infinite means without limit,
nonterminating, never ending. Summation is the act of coming to the highest point
(summus, summit), reaching the totality, achieving the conclusion. How can we
conclude a process that never ends? The phrase itself should be a red flag alerting
us to the fact that something very subtle and nonintutive is going on. It is safer
to speak of an infinite series for a summation that has no end, but we shall use
the symbols of adition, the + and the ) . We need to remember that they no
longer mean quite the same thing. The Greeks of the classical era avoided such
dangerous constructions. An illustration of this can be found in the quadrature
of the parabola by Archimedes of Syracuse. To make the problem concrete, we
state it as one of finding the area of the region bouned below by y = 22, above
by y = 4, and on the left by the y axis. We mark the following points: O(0, 0),
P(O’ 4)7 A(2>4)7 B(L l)a Ol(%’ i)’ 02(%’ %)’ Dl(zll’ %6)’ DQ(%’ 1%5)’ D3(%’ ?_2)’
Dy(%,43), ... . The area of the triangle OPA is 4. It can be shown that the
area of triangle OADB is 1, the sum of the areas of the triangles OBCY and BAC,
is i, the sum of the areas of triangles OC1 D, C1BDy, BC5D3, and CoADy is
1—16, and so on. As we take more triangles, we get succesive approximations to the
total area: 4,44+ 1,4+ 1+ i, 4+1+ % + 1—16, ... . Archimedes then makes the
observation that each of these sums brings us closer to %6. .... A modern reader
is inclided to make the jump to an infinite summation at this point and say that
the actual area is 4 + 1 + i + % + ... = 136. This is precisely what Archimedes
did not do. He proceeded very circumspectly, letting K denote the area to be
calculated and demonstrating that /X could not be larger that 1—36 nor less than %.

. It may seem that Archimedes did a lot of unnecessary work simply to avoid
infinite summations, but there is a good reason to avoid infinite summations for
they are manifestly not summations in the usual sense. Ordinary sums are very
well behaved. They are associative ..., they are commutative ... . These simple
facts do not always hold for infinite sums.

A Radical Approach to Real Analysis, David Bressoud, The Mathematical

Association of America, 1994, paginile 13-15
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To be able to treat infinite summations with the care that they require, we
need to view them from a different angle. The first step in this transformation of
perspetive is to move from the endless sum to an endless sequence of partial sums.

A Radical Approach to Real Analysis, David Bressoud, The Mathematical
Association of America, 1994, pagina 119.

Notiunea de serie de elemente din R?
Operatii algebrice cu serii
Serii absolut convergente si serii semiconvergente
Produsul a doua serii

Notiunea de serie de elemente din R?

Conceptul de serie, care incearcd sd dea sens "sumelor infinite", s-a dovedit
util in definirea unor constante importante (e, 7,~y), precum si in definirea
riguroasd a functiilor elementare.

Definitie. Dacd (z,)nen este un gir de elemente din RP, definim seria
generatd de (T,)nen ca fiind girul S = (S,,)nen, unde

n
k=1

Daca sirul (Sy)nen este convergent, lim S, se numeste suma seriei §i se
n—oo
noteazd cu S.
Tp-urile poartd numele de termenii seriei, iar S,-urile de sume partiale.

o0
Prin conventie, simbolurile >  x,, > Tp, >, T, Sau Y x, vor desemna
n=1 neN n>1

atdt seria generatd de (xp)nen, cdt §i suma sa, in cazul in care seria este
convergentd.

Observatie. Degi in general elementele unei serii sunt indexate cu nu-
mere naturale, existd situatii in care este de preferat sda incepem indexarea
cun=0 sau cu n =k, unde k € N.

Observatie. Urmadatorul rezultat furnizeazd o conditie necesard, insd nu
st suficientd, pentru convergenta unei Serii.
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Lem&. Daca seria Y x,, cu termeni din RP, este convergentd, atunci
lim z, = 0. Reciproca nu este adevdratd.

n—oo

Demonstratie. Intr-adevar,

lim z,, = lim (S, — S,—1) = 0.

n—oo n—oo

Urmadtoarele doud rezultate decurg indatd din cele corespunzitoare din
capitolul privind girurile de elemente din R?.

Teoremd. Fie (z,)nen un gir de elemente din [0,00). Atunci ) x,, este
convergentd dacd i numai dacd sirul sumelor partiale (Sy)nen este marginit.
In acest caz

Z r, = lim S,, = sup9,.

neN

Criteriul lui Cauchy. Seria > x,, cu termeni din RP, este convergentd
dacd st numai dacd pentru orice € € R, € > 0, existd n. € N, astfel ca pentru
orice m,n € N, m >n > n., avem

1Sm = Sall = 1Znt1 + Ttz + o + 2m| <e.

Exemple standard de serii (seria geometrica si seria armonici)

1. Pentru a € R, seria ) a™, numild seria geometricd, este convergentd
dacd gi numai dacd |a| < 1.

2. Pentru a € R, seria ) n—];, numitd seria armonicd, este convergentd
dacd si numai dacd a > 1.

Operatii algebrice cu serii din R?

Teorema. Dacda seriile > x, §i Y. Yn, cu termeni din RP, sunt con-
vergente, atunci seriile Y (x, + yn) §i > (Tn — Yn) sunt convergente si sunt

valabile relatiile

Z(mn — Yn) = an - Zyn'
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Dacd seria »_, x,,, cu termeni din R este convergentd, ¢ € R, iar w € RP,
atunci seriile > cx, §i Y w - x, sunt convergente i

0

Serii absolut convergente si serii semiconvergente

Definitie. Dacd (z,)nen este un gir de elemente din RP| spunem cd seria
> x, este absolut convergentda dacd seria > ||x,|| este convergentd.

O serie, cu termeni din RP| se numeste semiconvergentd dacd este con-
vergentd, dar nu este absolut convergentd.

Observatie. Pentru seriile care au drept termeni numere reale pozitive
nu existd distinctie intre notiunile de convergentd si convergentd absolutd.

Folosind criteriul lui Cauchy, se poate demonstra urmétoarea:

Teoremd. Dacd seria y | &, cu termeni din RP, este absolut convergentd,
atunci ea este convergentd.

Teorema urmitoare arata cd termenii seriilor absolut convergente pot fi
manipulati precum termenii sumelor finite, adicd nu este importantd ordinea
in care se sumeaza.

Teoremd. Fie Y x, o serie absolut convergentd cu termeni din RP,
cu suma S. Atunci pentru orice bijectie 0 : N — N, seria ng(n) este
convergentda gi are suma S.

Demonstratie. Notand x,(,) cu y,,, avem

gl + llgell + oo+ lymll < D Nl

deci seria ) | Tq(n) este absolut convergenta.
Fie S" suma sa.
Pentru orice € € R, € > 0, existd n. € N, astfel ca pentru orice m,n € N,
m > n > n., avem
IS — (21 + z2... + )| < &
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si
|Zprall + oo+ [Jznll <e.

Alegem r astfel ca

<e

HS' — (1 +y2-.. + yr)

si astfel ca elementele x4, x9, ..., x, sd se afle printre elementele y1, yo, ..., Y.
In continuare alegem m > n astfel ca elementele v, s, ..., y» s& se afle
printre elementele x1, o, ..., Z,,.
Atunci

|5 = 8|| <15 = @1+ @2+ 2+ s + @20+ 20— (1 + 150+ 00

+ HS — (Yo )| <

<e+ (|Jznall + -+ llzml) + < 3¢,

deci

S =85.

Teorema urmatoare arata ca, spre deosebire de seriile absolut conver-
gente, seriile semiconvergente au un comportament total opus in privinta
rezultatului obtinut in urma permutarii termenilor.

Teoremd. Fiind datd o serie semiconvergentd de numere reale . u,
n

si doud numere elemente o, 3 din R, astfel incit o < B3, existd o bijectie
o0 : N — N cu proprietatea ca

limS, (o) =

0
limS, (o) = 3

unde

Sn (U) = Zug(i).
=1
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Produsul a doua serii

Urmadtoarea definitie este motivatd de modul in care se inmultesc doud
polinoame si este utild in demonstrarea proprietitilor uzuale ale functiilor
elementare.

Definitie. Pentru seriile Y y; si > z;, cu termeni din RP, se defineste
: —

1=0 J
produsul Cauchy al lor ca fiind seria ) xy, unde
k=0

T =Yo 2k +Y1° Zk—1+ ... T Yk " 20-

Remarca. Produsul Cauchy a doud serii convergente nu este, in general,
o serie convergentd. Spre exemplu, produsul Cauchy al seriei convergente

o0

-n" e . v
> E/n—ll cu ea insdast nu este o serie convergentd.
=0

o0 o0

Teoremd. Daca seriile, cu termeni din RP, Y vy, si > z; sunt absolut
i=0 j=0

convergente, cu sumele x, respectiv y, atunci produsul Cauchy al lor este o

serie absolut convergentd cu suma x - y.

Teorema lui Mertens. Fie seriile, cu termeni din R, > a, i > by,
astfel incat > a, converge absolut cdatre A, iar Y b, converge cdtre B.
Atunce produsul Cauchy al lor este o serie convergentd cu suma AB.

Nota istorica. Franz Mertens s-a nascut in 1840 in Prusia. A stu-
diat la Berlin cu Kronecker si Kummer. In 1865 obtine titlul de doctor in
matematici, iar apoi profeseaza in Cracovia, Graz si Viena. Contributiile sale
esentiale sunt in teoria analiticd a numerelor. A murit in 1927.

Teorema lui Cesaro. Fie seriile, cu termeni din R, > a, i Y by, tar
> ¢ produsul Cauchy al celor doud. Dacd . a,, converge cdatre A, iar y_ by,
converge cdtre B, atunci, notand cu (C,), sirul sumelor partiale ele seriei

> cn, avem

O+ Cy+ .+ 0,
lim —

n—00 n

AB.
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Exercitii

o0
1. S4 se arate ci ) :
n=1

T — 7

2. Fie (a,)nen un sir de numere reale. Daci seria ) a,, este convergentd,
este convergents seria » ai? Dar, in cazul in care a,, > 0, pentru orice n,
este convergentd seria y  \/a,?

3. Fie (a,)nen un sir de numere reale. Daci seria ) a,, este convergentid
si a, > 0, pentru orice n, este convergentd seria » VanGny1?

4. Fie (ap)neny un sir de elemente din (0,00). S& se arate cid seria
> atetin este divergent.

5. Fie (an)nen un gir de numere reale. Daci seria > a,, este convergenta,
atunci seria % este convergenta.

6. Fie (a,), un sir descrescitor de elemente din [0,00). S& se arate
cd, dacd seria ) a, este convergentd, atunci lim na, = 0. Este adevirati

n—oo

reciproca?
7. Fie (a,), un sir de numere reale astfel ca lim a,, = 0. S& se arate cid

n—oo

seriile > ap, §1 > (a, + 2a,+1) au aceeasi naturd.

REZUMAT

Daci (z,)nen este un gir de elemente din R?, definim seria gener-

atd de (z,)nen ca fiind sirul S = (S,,),en, unde S, = > z;. Daci sirul
k=1
(Sn)nen este convergent, lim S, se numeste suma seriei si se noteaza

cu S. x,-urile poartd numele de termenii seriei, iar S,-urile de

o0
sume partiale. Prin conventie, simbolurile »  z,, > z,, > z, sau
n=1 neN
> x, vor desemna atat seria generata de (z,),cn, cit si suma sa, in
n>1
cazul in care seria este convergenta.

Daci seria ) z,, cu termeni din R, este convergents, atunci
lim z,, = 0.

n—oo

Fie (z,)nen este un sir de elemente din [0,00). Atunci ) z, este
convergentd dacd si numai daca sirul sumelor partiale (5,),cy este

mdarginit. In acest caz >z, = lim S,, = supsS,,.
n—oo neN
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Seria »  z,, cu termeni din R?, este convergentd dacd si numai
daca pentru orice € € R, € > 0, exista n. € N, astfel ca pentru orice
m,n € Nym >n>n., avem ||S,, — Sp|| = [|Tni1 + Toao + . + Tp| < e

Pentru a € R, seria > a”, numit3 seria geometrici, este conver-
gentd dacd si numai daca |a| < 1.

Pentru a € R, seria ) n—la, numitd seria armonica, este conver-
gentd daci si numai daca a > 1.

Daca seriile )z, si > y,, cu termeni din R?, sunt convergente,
atunci seriile > (2, + y,) si > (z, — y,) sunt convergente si sunt val-
abile relatiile Y (z, +yn) =Y 2 + D Un S D (T — Yn) = D_Tn, — D Yn.
Daci seria ) z,, cu termeni din R?, este convergenti, c € R, iar w €
R?, atunci seriile ) cz,, si ) w-x, sunt convergente si > cx, =c)_ z,
Sid w-x,=w-> Tp.

Dacd (z,),en este un sir de elemente din R?, spunem cid seria
> x, este absolut convergenti daci seria ) ||z,|| este convergenta.

O serie, cu termeni din R?, se numeste semiconvergenti daca
este convergenta, dar nu este absolut convergenta.

Daca seria »_ z,, cu termeni din R?, este absolut convergents,
atunci ea este convergenta.

Fie > z, o serie absolut convergentd cu termeni din R?, cu suma
S. Atunci pentru orice bijectie 0 : N — N, seria ) z,(,) este conver-
gentd si are suma S.

Fiind dat& o serie semiconvergentd de numere reale ) u, si doud
n

numere elemente «,3 din R, astfel incat a < B, exista o bijectie
o0 : N — N cu proprietatea ci limS, (¢) = « si limS, (¢) = 5, unde

Sn (U) = ;ug(i).

Pentru seriile ) y; si > z;, cu termeni din R?, se defineste pro-
i=0 j=0

dusul Cauchy al lor ca fiind seria )z, unde x; = yo - 2x + y1 - 2k—1 +
k=0
e+ Yk - 20

o0 o0
Daca seriile, cu termeni din R? ; 81 ) z: sunt absolut conver-
9 9 J
i=0 §=0
gente, cu sumele z, respectiv y, atunci produsul Cauchy al lor este
o serie absolut convergenta cu suma z - y.
Fie seriile, cu termeni din R, > a, si > b,, astfel incat ) a, con-
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verge absolut citre A, iar ) b, converge citre B. Atunci produsul
Cauchy al lor este o serie convergenta cu suma AB.

Fie seriile, cu termeni din R, > a, si > b,, iar ) ¢, produsul
Cauchy al celor doud. Daci ) a, converge citre A iar > b, converge
citre B, atunci, notand cu (C,), sirul sumelor partiale ele seriei
> cny avem lim Gttt — AR,

n—oo
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CRITERII DE CONVERGENTA

Criteriile de comparatie
Criteriul raportului si criteriul radacinii
Criteriul lui Raabe
Criteriile lui Abel si Dirichlet
Unele functii elementare ca sume de serii

Pentru stabilirea naturii unei serii dispunem de unele criterii de conver-
genta.

Criteriile de comparatie

Criteriul de comparatie. Fie (T,)nen §@ (Yn)nen doud siruri de ele-
mente din [0,00) , astfel incdt existd ng € N cu proprietatea ca

Tn < Yn,

pentru orice n € N, n > ny.
Daca seria Yy, este convergentd, atunci i seria Y, x,, este convergentd.

Criteriul de comparatie la limitd. Fie (z,)nen §0 (Yn)nen doud giruri
de elemente din (0, 00).
a) Dacd lim %LL € (0,00), atunci seriile Y x, §i Y yn au aceeagi naturd.

n—oo Jn
b) Dacd lim s =0 g seria > yn este convergentd, atunci §i seria Y T,
n—oo Jn
este convergentd.
¢) Daca lim 3= = oo gi seria Yy, este divergentd, atunci i seria )z,
n—oo Jn

este divergentd.

Observatie. Criteriile de mai sus sunt utile dacd dispunem de niste
serii standard a cdror naturd este cunoscutd (§i care de obicei sunt seria
geometricd gi seria armonicd) gi de inegalitati i limite standard adecvate.
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Criteriul raportului si criteriul radacinii

Criteriul rid&cinii (al lui Cauchy).
a) Dacd (T,)nen este un gir de elemente din RP, astfel incdt existd r €
[0,1) sing €N, astfel ca, pentru orice n € N, n > ng, avem

1
(lzal)™ <7,

atunci seria Y x, este absolut convergentd.
b) Daca ezistd v € (1,00) §i ng € N, astfel ca, pentru orice n € N,
n > ng, avem )
(lznll)» =,

atunci seria Y x, este divergentd.

Corolar. Pentru r € (0,1), notdnd cu S suma seriei Y x,, iar cu S,
sumele sale partiale avem,

rn+1

— <

pentru orice n € N, n > ny.

Corolar. Dacd (x,)nen este un gir de elemente din RP, astfel incdt exista

lim (||z.])* "2 7, atunci seria Sz, este absolut convergentd pentru r €
n—oo

[0,1) si divergentd.pentru r € (1,00).

Criteriul raportului (al lui D’Alembert).
a) Dacd (z,)nen este un sir de elemente din RP — {0}, astfel incat exista
r € [0,1) i ng € N, astfel ca pentru orice n € N, n > ng, avem

sy
[

<,

atunci seria Y x, este absolut convergentd.
b) Dacd existda r € (1,00) si ng € N, astfel ca pentru orice n € N, n > ny,

avem
[n ]

2]

atunci seria Y x, este divergentd.

>,
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Nota istorica. Jean Le Rond D’Alembert (1717-1783) a fost secretarul
Academiei Franceze; a contribuit la studiul Dinamicii si al Ecuatiilor Difer-
entiale.

Corolar. Pentru r € [0,1), notind cu S suma seriei Y x,, iar cu Sy,
sumele sale partiale avem,
,

- <
IS = Sull < T

[zl ,
pentru orice n € N, n > ny.

Corolar. Dacd (x,)nen este un gir de elemente din RP — {0}, astfel incat

l#nia]l mot

existd lim = r, atunci seria Y x, este absolut convergentd pentru

n—oo llznll

r € [0,1) si divergentd.pentru r € (1,00).

Remarca. Degi criteriul raddcinit este mai “puternic” decit cel al ra-
portului, el este mai usor de aplicat, de cele mai multe ori. Dacd r = 1,
ambele criterii sunt inutilizabile. In acest caz wrmdtorul criteriu poate decide
natura seriet.

Criteriul lui Raabe

Criteriul lui Raabe
a) Dacd (z,)nen este un sir de elemente din RP — {0}, astfel incdt exista
r € (1,00) si ng € N, astfel ca pentru orice n € N, n > ngy, avem

atunci seria Y x, este absolut convergentd.
b) Daca existda v € (—o00,1) gi ng € N, astfel ca pentru orice n € N,
n > ng, avem
fewall 5, 7
[[n]] n
atunci seria Y x, nu este absolut convergentd.
Demonstratie. a) S& presupunem ci (x,),en este un gir de elemente din
R? — {0}, astfel incat existd r € (1,00) gi ng € N, astfel ca pentru orice

n € N, n > ng, avem




i.e.
n|znall < (0 =1) |lzall = (r = 1) [[2a]],

adica
0<(r=1)lzall < (n=1)[[zall = nllznsal -

Prin urmare, sirul (n ||z,11||)nen este descrescitor incepand cu rangul nyg,
deci marginit.
Prin adunarea inegalitidtilor de tipul celor de mai sus, obtinem

(r = Dllznoll + -+ llznll) < (o = 1) [[nol| = 7 l2nall,

pentru orice n € N, n > ng, ceea ce arata ci girul sumelor partiale ale seriei
> ||y || este marginit, i.e. seria ) x, este absolut convergent.

b) S& presupunem c& (2, )nen este un sir de elemente din R — {0}, astfel
incat existd r € (—oo,1) si ng € N, astfel ca pentru orice n € N, n > ny,
avem

i.e.

0 l2ns]l = (0= 1) [l 2 (0= 1) 2]

Prin urmare, sirul (n ||z,11]|)nen este crescdtor incepand cu rangul ng,
deci existd un numaér real strict pozitiv ¢ astfel incat

c
[Tl = —,
n
pentru orice n € N, n > ny.
Cum seria armonicd Y + este divergents, deducem ci seria ) ,, nu este
absolut convergenta.

Not4d istoricd. Joseph L. Raabe (1801-1859) a predat la Ziirich; a con-
tribuit la studiul Geometriei si al Analizei Matematice.

Corolar. Pentru r € (1,00), notind cu S suma seriei Y x,, iar cu Sy
sumele sale partiale avem,

n

S =5, <
IS = Sall <

[ zn sl

pentru orice n € N, n > ny.
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Corolar. Dacd (x,)nen este un gir de elemente din RP — {0}, astfel incat

not . . o
—”ﬁ;*ﬁ”) = r, atunci seria Y x, este absolut convergentd
n

pentru r € (1,00) §i nu este absolut convergentd, pentru r € [0, 1).

existd lim n(1l —
n—oo

Observatie. Formuldri mai generale ale criteriilor de mai sus care folos-
esc notiunile de limitd superioard i limitd inferioard se pot gasi in [2].

Criteriile lui Abel si Dirichlet

Criteriile anterioare prezinta conditii in care o serie este absolut conver-
gentd. Deoarece, aga cum am mentionat, existd serii care sunt convergente
fara a fi absolut convergent, este util s& dispunem de criterii care s& garanteze
convergenta acestor tipuri de serii.

Lema lui Abel. Fie (z,)nen §¢ (Yn)nen doud siruri de elemente din RP,
iar (sg)r sirul sumelor partiale ale seriei ) yy.
Atunci, pentru m,n € N, m > n, avem

m m
ij “Yj = (Tomt1 - Sm — Ty Sn1) + Z(xj — Tj41) - 85
Jj=n j=n

Criteriul lui Dirichlet. Fie (z,)nen §¢ (Yn)nen doud giruri de elemente
din R? | iar (sg)r sirul sumelor partiale ale seriei | y,. Presupunem cd (sg)
este marginit, cd sirul (z,)nen converge catre 0 si cd seria Y. ||Tn — Tpy1|
este convergentd (de exemplu (x,)nen este un gir descrescator de numere
reale pozitive, care converge catre 0).

Atunci seria Y x, -y, este convergentd.

Nota istorica. Johann Peter Gustav Lejeunne Dirichlet s-a nascut in
februarie 1805 la Diiren, Franta (acum in Germania). Merge la gimnaziu
in Bonn incepand din 1817, dar dupa doi ani frecventeazd un alt colegiul
iezuit din Koln. Se hotédraste sa-si continue studiile la Paris unde frecven-
teazd cursurile de la College de France si de la Faculté des Scientes unde are
ca profesori pe Fourier, Laplace, Legendre si Poisson. Din 1823 Dirichlet este
luat in ocrotire de citre generalul Foy (o figurd celebrad din armata franceza
in timpul razboaielor lui Napoleon). In iulie 1825 prezinti la Academia din
Paris primul lui articol, asupra teoremei lui Fermat, care-1 va face faimos.
In acelasi an generalul Foy moare, iar Dirichlet se hotiriiste si se intoarca
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in Germania. Predd la universitdtile din Breslau (1827), Colegiul Militar i
Universitatea din Berlin (1828-1855). A fost un bun prieten al lui Jacobi pe
care l-a gi insotit in Italia (1843) in perioada de convalescentd a acestuia.
In 1855 i se oferd catedra lui Gauss de la Gottingen. A avut numeroase
contributii la teoria numerelor, a introdus notiunea modernd de functie, iar
studiile sale despre stabilitatea sistemului solar 1-au condus la celebra prob-
lem& a functiilor armonice care au conditii date pe frontiera. De asemenea
este faimos pentru stabilirea conditiilor pentru convergenta seriilor trigono-
metrice, publicate in 1828 in Crelle’s Journal. A murit in 1859 la Gottingen
(Germania).

Demonstratie. Fie M € R, astfel ca
sl < M,

pentru orice k € N.
Atunci

< M{||zma | + lzall + D Nl = 2]}

j=n

Z%‘ Y5

j=n

Faptul ¢ girul (x,,),en converge citre 0 (impreund cu aplicarea criteriului
lui Cauchy) va incheia demonstratia.

Corolar. In conditiile de mai sus, cu ipoteza suplimentard cd (Z,)nen
este un gir descrescdator de numere reale pozitive care converge cdtre 0, avem,
pentru orice n € N,

< 2M ||z -

o n
E TiYj — E TjYj
=1 =1

Criteriul ce urmeaza intdreste ipotezele asupra seriei » v, dar le sldbegte
pe cele asupra sirului (z,,),en de elemente din R.

Criteriul lui Abel. Fie Yy, o serie convergentd de elemente din RP,
iar (Tp)neny un gir de elemente din R care este monoton §i convergent.
Atunci seria Y Ty, este convergentd.
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Nota istoricd. Niels Henrik Abel s-a ndscut in 1802 in Norvegia. Din
1815 a studiat la scoala din Christiania sub indrumarea lui Bernt Holmboe
(din 1817), iar din 1821 la Universitatea din aceeasi localitate. In 1824 a
demonstrat imposibilitatea gésirii solutiilor unui polinom de grad 5 ”prin
radicali”. A avut contributii substantiale la teoria functiile eliptice, pre-
cum si la teoria lui Galois. De altfel primul volum al Crelle’s Journal, din
1827, contine un articol al lui Abel, anume "Recherches sur les fonctions
elliptiques". A murit in 1829, sin&tatea sa fiind subredd de multi ani.

Demonstratie. S& presupunem c& sirul (z,),cn este crescitor si cd limita
sa este x.

Atunci, pentru orice € € R, ¢ > 0, existd n. € N, astfel ca pentru orice
m,n € N,m >n > n., avem

||xm+15m - xnsanH <g,

unde (s )k este sirul sumelor partiale ale seriei > yy,.
In plus, fie M € R astfel ca

[skll < M,
pentru orice k € N.
Atunci
m
Z(%‘ — 2j11)85|| < |Tn — Tmpa| M.
j=n

Din cele de mai sus si lema lui Abel se deduce concluzia.

Corolar. In conditiile de mai sus, avem

ijyj - Z%‘yy

Jj=1 Jj=1

< [zl lls = snll +2M [l — zppa ] -

Exista o clasa importanta de serii, anume acelea care au termenii numere
reale cu semnele alternand.

Definitie. Un sir (z,)nen de elemente din R — {0} se numeste alternat
dacd elementele multimii {(—1)"x, | n € N} sunt toate pozitive sau toate
negative. O serie generatd de un sir alternat se numeste alternatd.
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Criteriul lui Leibniz. Fie (z,).eny un gir descrescdtor de elemente din
0, 00).

Atunci seria alternatd » (—1)"z, este convergentd.

Mai mult, notdnd cu S suma seriei Y (—1)"z,, iar cu S, sumele sale

partiale avem
HS - Sn” S Zn+1,

pentru orice n € N.
Unele functii elementare ca sume de serii

Notiunile anterioare ne permit si (re)definim intr-o manierd extrem de
riguroasa functiile elementare.

o
. . n o .
1. Pentru orice x € R, seria ) %+ este absolut convergent si
n=0

E :c_' = ",
!

S4 se arate ca

"oV ="V,

pentru orice x,y € R.

a(afl)..;l.!(afnJrl) "

o0
2. Pentru orice z, o € R, astfel incat |z| < 1, seria 1+ |

n=1
este absolut convergenta si

L+ ia(a - 1)...7.](!04 —n+ l)x" —

oo
. . 2n+1 .
n_x v
3. Pentru orice x € R, seria 0(—1) Gant1y oste absolut convergenta si
n—=
suma sa se noteaza cu sin .
Asadar

0o
x2n+1

Z(—l)”m = sinx.

n=0

o0
4. Pentru orice z € R, seria Z(—l)"éz! este absolut convergentd si
n=0

suma sa se noteaza cu cos x.
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Asadar

5. Au loc relatiile:
sin(x 4+ y) = sinx cosy + siny cos x,

cos(z + y) = cosz cosy — sinx sin y,
sin(—zx) = —sinz,
cos(—x) = cos(x),

sin(0) = 0,

cos(0) =1
si
sin? & + cos? & = 1,

pentru orice x,y € R.
Existd un numaér real, notat cu 7, astfel incat:

s
=0
cos(5) =0,

cosz > 0,

s

pentru orice x € [0, §) si

sin(x + 27) = sin z,

cos(z + 2m) = cos z,
sin(g — ) =cosz,

m .
cos(§ — ) =sinz,
pentru orice x € R.

6. Definim functia tg: R — {3 +n7 |n € Z} — R, prin

sin x

tg(x) B COS T
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si functia ctg : R — {nw |n € Z} — R, prin

COS T
ctg(x) =

sinx

Observatie. Pentru justificarea rezultatelor de mai sus, se pot consulta

[1] si [4)].
Exercitii

1. S4 se arate cé:
o0

. 1 3 1.
i) D sin gy OS5y = 5 sin 1

=
i) > (—1)”—‘305;3"‘” = 3 cos z;
nig 1 .
iii) n;l? =
o0
) S = 5
ne
o
UPNEISES

2. (Criteriul de condensare al lui Cauchy) Fie (a,), un sir de-
screscdtor de elemente din [0, 00).

S& se arate cd seria > a, este convergentd dacd si numai dacd seria
> 2"agn este convergentd.

Aplicatie: stabiliti natura seriei » nljgn.

3. (Criteriul lui Gauss) Fie (a,)neny un gir de numere reale strict
pozitive. Dacd existd un gir marginit (b,),en de numere reale, « € R si
A > 0 astfel incat

Qn

o by,
=1+—-+ 5
Qn+1 n.on

pentru orice n € N, atunci seria ) a,, este convergentd dacd o > 1 si diver-
genta daca a < 1.
Aplicatie: s# se arate ci dacd o, f € Rgiy € R—{0,-1,—-2,-3,...,—n, ..},
atunci seria
aff ala+1)B(B+1) ala+1)..(a+n—-1)BLB+1)..(B+n—1)
+— ot -
1ly 2ly(y+1) nly(y +1)...(y + n—1)

numita seria hipergeometrica, este convergenta daca si numai dacd a+£ < y.

1
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Nota istorica. Johann Carl Friedrich Gauss s-a nidscut la Brunswick,
Germania, in aprilie 1777. Inci de la 7 ani i-a uimit pe dascilii sdi cu
abilititile sale matematice. In 1888 intr# la gimnaziu, iar din 1792, cu spri-
jinul material al ducelui de Brunswick-Wolfenbiittel, urmeaza Brunswick Col-
legium Carolinum. In 1795 merge la Universitatea din Gottingen unde devine
prieten cu Farkas Bolyai, prietenie ce va dura peste ani. Ducele de Brunswick
continud si-1 sprijine material in decursul pregatirii tezei sale de doctorat sub
indrumarea lui Pfaff. In 1801 publici carte ”Disquisitiones Arithmeticae”.
In 1807 devine directorul observatorului astronomic din Gottingen, iar in
1809 publicd o a doua carte, intitulata ” Theoria motus corporum coelestium
in sectionibus conicis Solemambientum”. Contributiile lui Gauss la astrono-
mia teoretica iau sfirgit in 1817, desi va face observatii astronomice pana
la virsta de 70 de ani. A mai publicat ”Disquisitiones generales circa se-
riem infinitam”, ”Methodus nova integralium valores per approximationem
inviendi”, ” Bestimmung der Genauigkeit der Beobachtungen”, ” Theoria at-
tractionis corporum sphaeroidicorum ellipticorum homogeneorum methodus
nova tractata”, ”Disquisitiones generales circa superficies curva”, ” Uber ein
neues allgemeines Grundgesetz der Mechanik” si ” Principia generalia theoriae
figurae fluidorum in statu aequilibrii”. I se oferd o pozitie la Universitatea
din Berlin, pe care insd o refuzi. In 1831, la Gottingen este numit profesor
fizicianul Wilhelm Weber, impreuna cu care Gauss incepe un studiu al mag-
netismului terestru, descopera legea lui Kirchhoff si construieste o varianta
primitiva a telegrafului. A murit in februarie 1855.

4. S& se studieze natura urmatoarelor serii:

)Y e

: 1
33 G
11) Z cos %T;:s 'n}rl ’

iii) > MiT(f)’?mx”, unde z € (0, 00);

iv) > o(n)z", unde = € (0, 00) iar o(n) reprezintd numarul divizorilor lui

V) 2w

vi) (5

vil) 1252, 5

viii) Yo GV

ix) S sin7(2 4+ v/3)";

x) Y <=t unde x # 2km, k € Z;
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i)y #82 unde x # 2k, k € Z;
1
. COS T COS —
Xii) L ==
[e o]

xiii) 22 (—1)" =l sin 2=
Xiv) Y. x%, unde 1 =z = 1 8l 2,1 = 2, + #xn,l, pentru orice n € N,
n:l n
n > 2.
REZUMAT

Fie (2,)nen $1 (Yn)neny doud siruri de elemente din [0,00) , astfel
incat exista nyo € N cu proprietatea ca r, < y,, pentru orice n € N,
n > ng. Daci seria )y, este convergentd, atunci si seria )z, este
convergenta.

Fie (2,)nen $1 (Yn)nen doud siruri de elemente din (0, 00). a) Daca
lim 22 € (0,00), atunci seriile >z, si > y, au aceeasi naturd. b)

n—oo Yn

Dacd lim 3* = 0 si seria }_y, este convergentd, atunci si seria }_ z,

n—oo Jn

este convergentd. c) Dacd lim a = oo si seria >y, este divergenta,

n—oo Jn

atunci si seria )  z,, este divergenta.
Daca (z,),en este un sir de elemente din RP, astfel incat existd

lim (||z,])* "2 r, atunci seria 3"z, este absolut convergenti pentru
n—oo

r €[0,1) si divergentd pentru r € (1,00).
Daci (z,)nen este un sir de elemente din R? — {0}, astfel incat
exista lim lrastl 2

pentru r € [0,1) si divergentd pentru r € (1,00).
Daci (2,)nen este un sir de elemente din R? — {0}, astfel incat ex-

r, atunci seria )z, este absolut convergentd

» VT not . . o
istd lim n(1 — L2osly 220 " atunci seria 3z, este absolut convergenti

n—00 llznl

pentru r € (1,00) si nu este absolut convergentd pentru r € [0, 1).

Fie (z,)nen $i (Yn)nen doud siruri de elemente din RP, iar (sg)
sirul sumelor partiale ale seriei > y,. Presupunem ci (s;); este
marginit, cd sirul (z,),en converge cétre 0 si cd seria Y ||z, — Tpi1 |
este convergentd (de exemplu (7,),cy este un sir descrescitor de
numere reale pozitive, care converge citre 0). Atunci seria )z, -y,
este convergenta.
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Fie )y, o serie convergentad de elemente din R?, iar (z,,),eny un
sir de elemente din R care este monoton si convergent. Atunci seria
> x,y, este convergenta.

Un sir (z,)neny de elemente din R — {0} se numeste alternat daca
elementele multimii {(—1)"z, | n € N} sunt toate pozitive sau toate
negative. O serie generatd de un sir alternat se numeste alternata.

Fie (z,)neny un sir descrescidtor de elemente din [0,00). Atunci
seria alternatd > (—1)"z, este convergenta.

Pentru orice z € R, seria Z z ; este absolut convergenta si Z =

- n=0 n=0
er.
oo
Pentru orice z, o € R, astfel incat |z| < 1, seria 1+ a(o‘_l)";;,(a_"ﬂ)x”
n=1 ’
o0
este absolut convergent si 1 + zjla(a_l)“ﬁ'!(a_nﬂ)x" =(1+2)~
n—=
Pentru orice x € R, seria Z( 1" (’2”72:11), este absolut convergenta
=4
o0
si suma sa se noteazi cu sinz. Agadar ZO(—l)” (;’:rll)! = sin x.
n—=
o0
Pentru orice = € R, seria ) (—1)”("533! este absolut convergenti
n=0
o0
si suma sa se noteazi cu cosz. Asadar ) (—1)"% = cos .
n=0

Definim functia tg: R — {Z + n7w | n € Z} — R, prin tg(z) = 32& gj
functia ctg : R — {nm | n € Z} — R, prin ctg(z) = 2.
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CONTINUITATE
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FUNCTII CONTINUE

Cronologic, conceptul de continuitate este ulterior celui de derivatd; logic,
insd, il precede. Derivata este, am putea spune, personajul principal al Calcul-
ului diferential, tot aga cum integrala este personajul principal al Calculului inte-
gral. Derivata si integrala au avut de la inceput o interpretare geometrica gi fizics
directa, ele constituiau pentru Newton gi Leibniz modele matematice ale unor
realitdti cu un continut intuitiv precis. Nu acelasi lucru se poate spune despre
continuitate, in ciuda faptului cd termenul ca atare face imagine. Proprietatea de
continuitate a apdrut in Analiza matematica nu la contactul ei direct cu realitatea
empiricd, ci in laboratorul de lucru al matematicianului, din necesititi interne,
de ordin teoretic. Dous momente importante au marcat (dupa Cauchy) evolutia
intelegerii ideii de continuitate. In 1872, Weierstrass a socat lumea matematics
prin exemplul siu de functie continud in orice punct din R, dar nederivabild in
nici un punct. In 1905, Emile Picard comenta ironic acest fapt, observand c& daci
Newton si Leibniz ar fi stiut de existenta unei functii ca aceea a lui Weierstrass,
calculul diferential nu ar mai fi fost creat. ... Panid la Weierstrass se credea c&
derivabilitatea este o consecinta a continuitétii, de aceea nici nu prea se vorbea de
derivabilitate, ci de derivatd (derivabilitatea fiind consideratd echivalentd cu con-
tinuitatea). In manualele de matematici din secolul al XIX-lea, inclusiv manualele
scrise de mari matematicieni, se "demonstra" ceea ce astizi atrage ciderea la ex-
amen: Continuitatea implicd derivabilitatea. Marele Cauchy nu fdcea distinctie
intre continuitate si derivabilitate; mai precis, nu banuia ca una dintre aceste pro-
prietéti ar putea avea loc in absenta celeilalte. Al doilea moment important in clar-
ificarea ideii de continuitate este anul 1875, cand Gaston Darboux d& un exemplu
de derivatd discontinud, aratand totodatd ca orice derivatd are proprietatea valorii
intermediare (numitd astdzi proprietatea lui Darboux): Nu se poate trece de la o
valoare la alta fird a se parcurge toate valorile intermediare. Pand la Darboux,
matematicienii erau convingi cd proprietatea de continuitate este echivalentd cu
proprietatea valorii intermediare; chiar termenul de continuitate isi are explicatia
in aceastd interpretare. Intr-adevir, proprietatea lui Darboux constd in faptul c&
functia nu poate "sdri" de la o valoare la alta, trecerea trebuind si se facd in mod
continuu (aici cuvantul continuu fiind folosit in acceptiunea sa intuitivd). Dar, aga
cum, confundand continuitatea cu derivabilitatea, Cauchy si alti mari matemati-
cieni nu se ingelau decat pe jumétate, deoarece derivabilitatea implicd proprietatea
de continuitate, confuzia dintre continuitate si proprietatea lui Darboux continea si
ea jumditate de adevar, deoarece continuitatea implicd proprietatea lui Darboux.
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Prin clarificirile aduse de Weierstrass si Darboux, devenea clar ci intuitia pro-
prietdtii matematice de continuitate este foarte inseldtoare, o adeviratd capcand
care urma sd fie depdsitd abia in secolul nostru (i.e. XX), prin perfectionarea si
rafinarea instrumentelor Analizei. O literaturd considerabild privind proprietdtile
de continuitate, derivabiliate si proprietatea lui Darboux a permis s se precizeze
statutul acestora, gradul lor de independentd si de conditionare reciproca.

Solomon Marcus, Socul matematicii, Editura Albatros, Bucuresti,
1987, paginile 246-247

Continuity is such an obvious geometric phenomenon, that only slowly did it
dawn on mathematicians, that it needed a precise definition. Well into the 19th
century it was simply viewed as a descriptive term for curves that are unbroken.
The preeminent calculus text of that era was S. F. Lacroix’s Traité élémentaire de
calcul différentiel et de calcul intégral. It was first published in 1802. The sixth
edition appeared in 1858. Unchanged throughout these editions was its definition
of continuity: "By the law of continuity is meant that which is observed in the
description of lines by motion, and according to which the consecutive points of
the same line succeed each other without any interval". This intuitive notion of
continuity is useless when one tries to prove anything. The first appearance of
the modern definition of continuity was published by Bernhard Bolzano in 1871 in
the Proceedings of the Prague Scientific Society under the title Rein analytischer
Beweis des Lehrsatzes dass zwieschen je zwey [sic] Werthen, die ein entgegengeset-
ztes Resultat gewaehren, wenigstens eine reele Wurzel der Gleichung liege. This
roughly translates as Purely analytic proof of the theorem that between any two
values that yield results of opposite sign there will be at least one real root of the
equation. The title says it all. Bolzano was proving that any continuous function
has the intermediate value problem. Bolzano’s article raises an important point.
If he has to prove that continuity implies the intermediate value property, then
he is not using the intermediate value property to define continuity. Why not?
Such a definition would agree with the intuitive notion of continuity. If a function
is defined at every point on the interval [a,b], then to say it has the intermedi-
ate property is equivalent to saying that it has no jumps or breaks. There are
several problems with choosing this definition of continuity. A function that has
the intermediate value property on [0, 1] is not necessarily bounded on that in-
terval. ... Another problem with using the intermediate value problem property
to define continuity is that two functions can have it while their sum does not.

. Perhaps the most important aspect of continuity that the intermediate value
property lacks, and the one that may have suggested the modern definition, is
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that if f is continuous in a neighborhood of a and if there is a small error in the
input so that instead of evaluating f at a we evaluate it at something very close
to a, then we want the output to be very close to f(a). The function defined by
f(z) = sin %, x # 0, satisfies the intermediate value property no matter how we
define f(0), provided that —1 < f(0) < 1, but at a = 0 any allowance for error
in the input will result in an output that could be any number from —1 to 1. We
want to be able to control the variation in the output by setting a tolerance on the
input. ...This definition (i.e. the § — ¢ definition of continuity) does it all for us:
it implies the intermediate value property, it implies that a continuous function
on [a, b] is bounded and achieves its bounds on that interval, it is preserved when
we add two continuous functions or multiply them or even take compositions of
continuous functions.

A Radical Approach to Real Analysis, David Bressoud, The Mathematical
Association of America, 1994, paginile 91-95.

PROPRIETATI LOCALE ALE FUNCTIILOR CONTINUE

Definitia continuitatii unei functii intr-un punct; formulari
echivalente
Operatii algebrice cu functii continue
Continuitatea aplicatiilor liniare avind domeniul R? si codomeniul
R4

Definitia continuitatii unei functii intr-un punct; formulari echiva-
lente

Definitie. Fie f: D CRP — R? gi a € D. Spunem cd functia f este
continud in a dacd pentru orice vecindtate V a lui f(a), existd o vecindtate
U a lui a (care depinde de V'), astfel ca pentru orice

reDNU

sd avem

f(x)eV.



Daca Dy C D, atunci spunem cda [ este continud pe D; dacd f este
continud in orice punct din D1.

Observatie. Definitia de mai sus are un caracter pur topologic, ea putdnd
fi formulata si in cadrul spatiilor topologice.

Observatie. Din definitia de mai sus decurge faptul cd dacd a € D — D'
(i.e. a este un punct izolat ol lui D, adicd dacd existd o vecindatate U a lui
a cu proprietatea ca U N D = {a}), atunci f este continud in a.

Prezentam acum o propozitie care furnizeaza conditii echivalente pentru
continuitate.

Teorema. Fie f: D CRP - R? gt a € D.

Atunci urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

a) [ este continud in a.

b) pentru orice € € R, ¢ > 0, existd 6. € R, d. > 0, astfel incdt, daca

reD g ||x—al <.,

atunci
1f(z) = fla)ll <e.

c¢) pentru orice gir (x,)nen, de elemente din D, care converge cdtre a,

girul (f(x,))nen converge catre f(a).
Demonstratie.

a) = b) Multimea

M. ={yeR||ly— f(a)| <&}

este o vecindtate a lui f(a).
Ca atare, existd U, vecinatate a lui a, astfel ca

relUND= f(z) € V..
Deoarece U este o vecindtate a lui a, existd d. € R, §. > 0 astfel incat
{z eR?| ||z —a|] <0.} CU,

si ca atare, daca
r€Dsi ||z —a| <.,
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atunci
zreUND

si deci
f(z) €V,
adicd

/() = fla)] <e.

b) = ¢) Fie (z,)nen un sir, de elemente din D, care converge cétre a.
Fie ¢ € R, € > 0. Atunci existad 0. € R, 6. > 0, astfel incat, dacd

re€Dsi ||z —a| <6,

atunci
1f(x) = fla)|| <e.

Exista n. € N, cu proprietatea cd pentru orice n € N, n > n,,
|xn — al| < 0.
Cum z,, € D, pentru orice n € N, deducem c&

1/ (zn) = fla)|| <,

ceea ce aratd cd sirul (f(z,))nen converge citre f(a).

¢) = a) Presupunem, prin reducere la absurd, ci a) este falsa.

Atunci existd Vp, vecindtate a lui f(a), astfel ca, pentru orice U, vecina-
tate a lui a, existd zpy € D N U, astfel incat

flzv) ¢ Vo.
Pentru orice n € N, consideram
1
Up={z eRP| ||z —al < ﬁ}
Atunci, pentru orice n € N, exista x,, € D N U,, astfel incat

fapt care contrazice c).
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Criteriu de discontinuitate. Fiec f: D CRP — R? si a € D. Functia
f nu este continud in a dacd §i numai dacd existd un gir (x,)nen, de elemente
din D, care converge cdtre a, dar pentru care girul (f(x,))nen nu converge
catre f(a).

Teorema. Fie f: D CRP — RY? gi a € D. Atunci f este continud in a
dacd $i numai dacd pentru orice vecindtate V a lui f(a), existd o vecindtate

U alui a, astfel ca
UnD=fYV).

Exercitii

S& se studieze continuitatea urmitoarelor functii:

1. f:R— R, f(x) =c, pentru orice z € R, unde ¢ € R.

2. f:[0,1]U{2}U[2,3] = R, f(z) =1, pentru orice z € [0,1], f(z) =2,
pentru orice z € [2,3] si f(3) =7.

3. [:R— R, f(x) = 2% pentru orice v € R.

4. f:R—{0} = R, f(z) = 1, pentru orice € R — {0}.

5. f: R — R, f(x) =0, pentru orice x € (—00, 0], f(z) = 1, pentru orice
x € (0,00).

6. f:R* > R? f(x,y) = (2z + y,z — 3y), pentru orice (z,y) € R

7. [ R? = R? f(x,y) = (2% + v?, 2zy), pentru orice (x,y) € R2.

8. Fie f : R? — R o functie continu.

Fie g1 : R — R, data de

gi1(x) = [(x,0),

pentru orice x € R, si go : R — R, data de

gQ(I) = f(0>x)7

pentru orice x € R.

Sa se arate cd ¢ si go sunt continue.

Sa se arate ca dacd gy si g sunt continue in 0, nu rezulta, in general, c&
f este continud in 0.

9. Fie f : R — R data de

, x=2,undep,q€Z q>0, (pl,q) =1,

f@) =1 ) r¢Qsauz =0

o I

Functia descrisd mai sus poartd numele de functia lui Riemann.
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Sa se studieze continuitatea lui f.
10. Fie f, g : R — R doua functii continue si A : R — R datad de

_ fl@), v€Q
M) =1 4w), z¢q-

Sa se arate cd h este continud in xy € R daca si numai daca

f(xo) = g(o)-

11. Fie f : R — R o functie continud cu proprietatea cd existd un sir
(Zn)nen de numere reale nenule avand urméitoarele proprietdti: lim z, = 0
n—oo

si f(xr+ x,) = f(z), pentru orice x € R gi orice n € N.

Sa se arate cd f este constanta.

12. Fie f,g : [0,1] — R doud functii cu proprietatea ci multimile
punctelor lor de continuitate sunt dense in [0,1]. S& se arate cd existd cel
putin un punct al intervalului [0, 1] in care ambele functii sunt continue.

13. Si se arate cd orice functie f : [0,1] — [0, 1] care are graficul inchis
(i.e. pentru orice sir (z,)men de elemente din [0, 1] si orice z,y € [0, 1] astfel
incat JLHOIO Ty = §i nlLH;o f(z,) =y, rezultd f(x) = y) este continu.

Operatii algebrice cu functii continue

Teorema. Fie f,g: D CRP - RY op: DCRP - R gt a€ D. Daca
f, g si @ sunt continue in a, atunci f+gq, f—g, fg, of si i (daca p(x) #0
pentru orice x € D) sunt continue in a.

Teoremi. Fie f: D C R — RY. Dacd f este continud in a, atunci
| f]| este continud in a.

Teorema. Fie f: Dy CRP — Dy CR? g1 g: Dy CRP — Dy CR".
Daca f este continud in a, iar g este continud in f(a), atunci g o f este
continud in a.

Continuitatea aplicatiilor liniare avind domeniul R? gi codome-
niul RY

Pana acum am considerat functii generale.
In continuare vom considera o clasid speciald de functii, anume functiile
liniare.
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Definitie. O functie f : RP — RY se numeste liniard daca
fl@+y)=flz)+ fy)

§i
flex) = cf(x),
pentru orice x,y € RP g1 c € R.
Teorema. Fie f : RP — RY o functie liniard. Atunci existd pq nu-

mere reale, notate c;;, 1 = 1,q, j = 1,p, astfel incat, pentru orice v =
(1,22, ...,xp) € RP i y = f(z) = (Y1, Y2, ..., Yy) € R, avem:

Y1 = C11%1 + Ci1922 + ... + C1pZp,

Yo = C2121 + Cooo + ... + CopTp,

Yg = Cq11 + CpT2 + ... + CypTp.

Reciproc, dacd considerdm pq numere reale, notate c;;, i = 1,q, j = 1,p,
atunci functia care asociazd oricdrui v = (x1,%2,...,x,) € RP, elementul
y = f(x) = (y1,y2, ..., yy) € RY, descris de ecuatiile de mai sus, este liniard.

Demonstratie. Fie

er = (1,0,....,0),

es = (0,1,0,....,0),

si
f(€1) = (Cn, Ca1y vy Cq1)7

f(€2) = (6127 C22, .-+ Cq2)7

f(ep) = (C1p, Cpy -y Cgp).-
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Pentru un element arbitrar = (x1, 22, ..., x,) € RP, avem
T =T1€1 + T2 + ... + Xp€p
Cum f este liniara, avem

f(x) =x1f(er) +zaf(e2) + ... + 2, f(ep),
de unde
f(l’) = 1'1(611, C21y -ey qu) —+ 1'2(612, C22, ..., ng) + ...+ l‘p(Clp, Cgp, ceey qu) =
= (1611 + @aCo1 + oo + TpCip, oo, T1Ce1 + TaCqz + oo + TpCop) = (Y1, Y2, -3 Yg)-
Reciproca este imediata.
Rezultatul de mai sus ne va ajuta sa stabilim ca orice aplicatie liniarad
f : RP — R? este continuad. Acest fapt se va folosi atunci cand vom aratd

cd orice functie diferentiabild este continud (vezi pagina ), precum si atunci
cand vom demonstra teorema de diferentiabilitate a functiilor compuse (vezi

pagina ).

Propozitie. O aplicatie liniara f: RP — R? este continud.
Demonstratie. Avem, utilizand inegalitatea Cauchy-Buniakovski-Schwarz,

p
2 2 2
lvil™ < ||z Z|Cij| ;
j=1

de unde

q p
21
£ @ =1yl < =l O] ley )2,
i=1 j=1
pentru orice z € RP.
Ca atare, avem

700 = ) = 1) = FOI £ 0D lesP) flu =]l

pentru orice u,v € RP, ceea ce implica indatd continuitatea lui f.

Observatie. Existd aplicatii liniare intre anumite spatii normate (infinit
dimensionale) care nu sunt continue.

Observatie. Functiile polinomiale, rationale (i.e. cele care sunt cdt de
functii polinomiale), putere, exponentiald, logaritmicd, sin, cos, tg, ctg sunt
continue.
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REZUMAT

Fie f: D CRP - R? i a € D. Spunem ca functia f este continua
in a daci pentru orice vecinitate V' a lui f(a), existd o vecinitate
U a lui a (care depinde de V'), astfel ca pentru orice z € DNU si
avem f(z) € V. Dacd D; C D, atunci spunem ci [ este continud pe
D, daca f este continua in orice punct din D;.

Fie f : D CRP — RY gi a € D. Atunci urmatoarele afirmatii sunt
echivalente:

a) f este continui in a.

b) pentru orice ¢ € R, ¢ > 0, existd 6. € R, §. > 0, astfel incat,
daci z € D si ||z — a|| < 6., atunci || f(z) — f(a)| < e.

c) pentru orice sir (z,),cn, de elemente din D, care converge
citre a, sirul (f(z,)),en converge citre f(a).

Fie f : D CRP — R? 5i a € D. Functia f nu este continui in «
daci si numai daci existd un sir (z,),cn, de elemente din D, care
converge citre a, dar pentru care sirul (f(z,)),ey nu converge cétre
f(a).

Fie f: D CRP — R? si a € D. Atunci f este continua in a daca si
numai dacd pentru orice vecinitate V' a lui f(a), exista o vecinidtate
U alui a, astfel ca UND = f~1(V).

Fie f,g: DCRP - RY, 0o : DCRF - Rsgiae D. Daci f,g si ¢
sunt continue in a, atunci f + g, f — g, fg, ©f si é (daca o(z) # 0
pentru orice z € D) sunt continue in a.

Fie f: D C R? — R% Daci [ este continui in a, atunci || f| este
continua in a.

Fie f : D CRP - Dy CRYsgig: Dy CRP — D3 CR". Daci f este
continui in a, iar g este continud in f(a), atunci g o f este continui
in a.

O functie f : R? — RY se numeste liniara daca f(x+y) = f(z)+ f(y)
si f(cx) = cf(z), pentru orice x,y € R? i c € R.

Fie f : R? — R? o functie liniard. Atunci existi pg numere
reale, notate ¢;;, i = 1,q, j = 1,p, astfel incat, pentru orice r =
(21,22, ...,xp) € Rsi y = f(z) = (y1,y2,...,y,) € RY, avem: y; = cjyzq +
0121'+...—|—61pl'p, Y2 = 021$1+0221'2+...+62pl'p, ceey Yg = cq1x1+cq2x2+...—|—cqﬁ.
Reciproc, daca consideram pg numere reale, notate c¢;;, ¢ = 1,q,
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j = 1,p, atunci functia care asociazi oricirui = = (1, 7, ...,7,) € RP,
elementul y = f(z) = (y1,v2, ..., y,) € R?, descris de ecuatiile de mai
sus, este liniara.

O aplicatie liniara f : R? — R?Y este continua.

Functiile polinomiale, rationale (i.e. cele care sunt cat de functii
polinomiale), putere, exponentiald, logaritmica, sin, cos, tg, ctg
sunt continue.

Bibliografie

1. Robert G. Bartle, The Elements of Real Analysis, John Wiley &
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PROPRIETATI GLOBALE ALE FUNCTIILOR CONTINUE

Caracterizari alternative pentru continuitatea globala
Continuitate si conexitate:Teorema de permanenta a conexitatii
pentru functii continue; Teorema valorilor intermediare a lui
Bolzano
Continuitate si compacitate: Teorema de permanenti a
compacitatii pentru functii continue; Teorema valorii minime si
maxime pentru functii continue
Teorema de continuitate a inversei pentru functii continue

Pina acum am studiat continuitatea unei functii local, adica intr-un punct.
In continuare vom studia proprietétile functiilor care sunt continue in fiecare
punct al domeniului de definitie.

Caracteriziri alternative pentru continuitatea globala

Teorema de continuitate globali. Fie f: D C RP — RY.
Urmdtoarele afirmatii sunt echivalente:
a) f este continud pe D

b) pentru orice G = Co¥ C RY, emista G = él C RP, astfel incdit
GiND=f4Q).
¢) pentru orice H = H CRY, existd Hy = H; C R?, astfel incat
HiND=fYH).
Observatie. Teorema de mai sus are un caracter pur topologic, ea putind
fi formulata st in cadrul spatiilor topologice, validitatea ei pastrandu-se.

Demonstratie
a) = b) Fie
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Dacd a € f~1(G), deoarece G este o vecindtate a lui f(a), rezults, folosind

continuitatea lui f in a, ci existd U, = U, C RY astfel incat
xelU,ND= f(z) €G.

Alegem

G = uUU,.
a€G

b) = a) Fie a € D si G o vecindtate deschisa a lui f(a).
Atunci existd G; = G; C RP astfel incat
GiNnD=fYQ).

(i1 este o vecindtate deschisi a lui a deoarece a € (5.

Dacd x € G1 N D, atunci f(x) € G, deci f este continud in a.
Acum vom arita cd b) < c).

S& observam pentru inceput ca pentru B C R? gi C' = R? — B avem

BN fHC) =0

si
fH(B)ufH(C) =D. (1)

Daca B; este o submultime a lui R? astfel ca
BinND=f(B)

si C7 = RP — By, atunci
CinfHB) =0

! D=(B.nD)u(CinD)=fYB)U(CiND). (2)

Din formule (1) si (2) deducem c&
CinD=fY0).
Echivalenta b) < ¢) decurge imediat din considerentele de mai sus.

Corolar. Fie f:RP — R,
Urmdtoarele afirmatii sunt echivalente:
a) f este continud pe RP.
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b) pentru orice G = é_g R?, f~YG) este deschisd in RP.
c) pentru orice H = H CRY, f~1(H) este inchisd in RP.

Observatie. Teorema de mai sus nu afirmd cd, pentru o functie continud
f st 0o multime deschisa G, f(G) este deschisd.
Intr-adevar, fie f: R — R, datd de

f@) =,
pentru orice x € R.
Atunci 1
F-1D) = (5.1
Mai mult, )
f([l,OO) = (07 5]
§t
f(R) = (0,1],

deci proprietatea uner multimi de a fi deschisd sau tnchisd nu se pdstreazd
prin actiunea unei functii continue.

Vom vedea insd ca situatia este diferitd in ceea ce priveste compacitatea
§i conexitatea.

Continuitate si conexitate

Teorema de permanentad a conexititii pentru functii continue.
Fie f: H CRP — R?. Dacd H este conexd si f este continud, atunci f(H)
este conexd.

Observatie. Teorema de mai sus are un caracter pur topologic, ea putind
fi formulata st in cadrul spatiilor topologice, validitatea ei pdastrandu-se.

Demonstratie. S& presupunem, prin reducere la absurd, c& f(H) este
neconexa.

Atunci existd doud multimi deschise A i B din R? astfel incat AN f(H)
si BN f(H) sunt nevide, disjuncte si reuniunea lor este f(H).

Intrucat f este continui, existd dous multimi deschise A; si B; din R?,
astfel ca

AN H = f1(A)
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si
BiNH=fYB).
Atunci Ay N H si By N H sunt nevide, disjuncte, iar reuniunea lor este H,
ceea ce contrazice faptul cd H este conexa.

Adjectivul continua pentru o functie sugereaza ci nu existd intreruperi in
graficul functiei. Ca atare, urmatorul rezultat nu este neasteptat.

Teorema valorilor intermediare a lui Bolzano. Fie f: H CRP — R
o functie marginitd si continud, iar H conexd.
Daca k € R satisface inegalitatea

inf{f(z) |z € H} <k <sup{f(z) |z € H},

atunci existd cel putin un punct in H in care f ia valoarea k.
Demonstratie. Fie multimile deschise gi disjuncte

A={teR|t<k}
si
B={teR|t>k}.

Intrucit f este continui, exist® doust multimi deschise, A; si By, din R?,
astfel ca
A NH = [(A)

si
BiNH = fB).
Daca f, prin absurd, nu ar lua, pe H, valoarea k, atunci AyNH si BiNH

sunt nevide, disjuncte, iar reuniunea lor este H, ceea ce contrazice faptul ca
H este conexa.

Continuitate si compacitate

Teorema de permanentd a compacititii pentru functii continue.
Fie f: D CRP — RY. Dacd K este compacta si [ este continud, atunci
f(K) este compactd.

Observatie. Teorema de mai sus are un caracter pur topologic, ea putind
fi formulata si in cadrul spatiilor topologice validitatea er pastrandu-se.
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Demonstratie. Stim ca multimea K este marginita si inchisd in RP.
Vom ardta cd f(K) este marginita si inchisd in RY.

S& presupunem, prin absurd, c& f(K) nu este marginita.

Atunci, pentru orice n € N, exista x,, € K, astfel incat

1f (@)l = n.

Cum K este marginita, sirul (x,,),en este marginit, deci, in conformitate
cu lema lui Cesaro, exista un subsir al sdu convergent citre x.

Pentru ca x, € K, pentru orice n € N, si K este inchisd, rezulta ca
re K.

Deoarece f este continua in z, existd o vecindtate V' a lui x, astfel ca, pe
V', f este mirginitd, ceea ce contrazice faptul cd |f(z,)| > n, pentru orice
n € N.

Agadar f(K) este marginita.

Vom arita cd f(K) este inchisa.

Pentru aceasta vom demonstra cd orice punct de acumulare y al lui f(K),
este din f(K).

Intr-adevir, pentru orice n € N, existd z, € K, astfel ca

1

Conform lemei lui Cesaro, existd (z,, )ren, un subsir al lui (2,),en, con-
vergent catre z.
Pentru cd z, € K, pentru orice n € N, si K este inchisa, rezultd ca

z € K.
Deoarece f este continud in z, avem
fz) = lim f(zn) =y,

ceea ce aratid cad y € f(K).
Deci f(K) este inchis.

Teorema valorii minime si maxime pentru functii continue. Fie
f: K CRP — RY? o functie continud, unde K este multime compactd.
Atunci exista x* si x,, puncte din K, astfel incat

£ = sup ()
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§i
| zll = inf [ £(2)]

Demonstratie. Deoarece f este continud, || f|| este continui.
Ca atare multimea {||f(x)|| | * € K} este marginit.
Fie

M = sup{[|f(z) | v € K}

gi s& consideram un gir (z,),en, de elemente din K, astfel incat, pentru orice
n €N,

1
IESESIEE

Atunci existd un punct z* din K si (2, )ken, un subsir al lui (z,)nen,
convergent catre z*.
Deoarece || f|| este continud, avem

1f ()| = M = sup || f(x)]].
zeK

Similar se arata cealaltd parte a teoremei.

Corolarul de mai jos se va folosi in demonstratia Corolarului de caracteri-
zare a aplicatiilor liniare gi injective de la R? la R? (vezi pagina 236), Teore-
mei de aproximare a lui Bernstein (vezi pagina 267), Criteriului de stabilire a
punctelor de extrem pentru functii de mai multe variabile (vezi pagina 371),
precum si a Primei teoreme de media la integrala Riemann-Stieltjes (vezi
pagina 408).

Corolar. Fie f: K CRP — R o functie continud, unde K este multime
compactd. Atunci existd x* si x,, puncte din K, astfel incdt

f(@") = sup f(x)

zeK
§0
f(r) = inf f(2).
Teorema de continuitate a inversei pentru functii continue
Observatie. Si remarcdm cd S = {z € R? | ||z]| = 1} este marginita si
inchisa.
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Fie f:RP — RY o aplicatie lintard si * gi x, puncte din S, astfel incat

1f(z")]| = Sup [f(z)]| = M

si
£l = inf | F@)] =
Atunci, pentru orice z € RP — {0}, avem
i c S
]
deci
| = @i <
H [
de unde

m |zl < [ f()] < Ml
relatie valabila gi pentru xz = 0.
Daca m > 0, atunci f este injectivd, cdci pentru orice x,y € RP astfel
incat
f(z) = f(y),
avem f(x —y) =0, deci m ||z —y|| < ||f(x —y)|| =0, de unde,
r=y.

Vom arita cd are loc si reciproca (rezultata care va fi utilizat in cadrul
demonstratiei teoremei de injectivitate locald).

Corolar. Fie f: RP — R? o aplicatie liniard si injectiva. Atunci existd
m € R, m > 0, astfel incat

m || <[l f@)I,

pentru orice x € RP.
Demonstratie. Avem

= inf [[f(2)] >0,

deoarece, in caz contrar, exista x, € S, astfel ca
m = | f(z.)] =0
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de unde f(x,) = f(0), deci, cum f este injectivd, x, = 0, ceea ce contrazice
e €S.
Atunci, pentru orice x € X — {0}, =% € 5, deci

? el

)

)

mSHf( -

]

de unde
m ||zl < [|f(2)],

inegalitate care este validd gi pentru z = 0.

Observatie. Din corolarul de mai sus rezultd ca dacd aplicatia liniard
f: RP — R? este bijectivd, atunci inversa sa este continud. Vom ardta cd
acest rezultat este valabil si in cazul in care f nu este liniard.

Teorema de continuitate a inversei pentru functii continue. Fie
f: K CRP — R? o functie continud st injectivd, unde K este o multime
compactd. Atunci functia f~1: f(K) — K este continud.

Demonstratie. Fie H o submultime inchisa din RP.

Atunci H N K este inchisa gi marginita, deci compacta.

Drept urmare, H; = f(H N K) este compactd, deci inchisa.

Avem

Hy = f(HNK) = ()1 (H),

deci
Hin f(K) = ()7 (H),

relatie care aratd ci functia f~1: f(K) — K este continui.

Exercitii.

1. Vom spune ca o functie f : I — R, unde I este un interval din R, are
proprietatea lui Darboux dac# pentru orice interval J C I, f(.J) este interval.

S& se arate ca o functie continud f : I — R, unde [ este un interval din
R, are proprietatea lui Darboux.

2. Sa se arate ca functia f : R — R, data de

22, =<0
r—1, z>0"

f(@) =A
are proprietatea lui Darboux, dar nu este continua
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3. Si se arate ca o functie injectiva f : I — R, unde I este un interval
din R, care are proprietatea lui Darboux este strict crescitoare sau strict
descrescatoare.

4. S& se arate cd nu existd nicio functie continua f : R — R astfel incat

(f © f)(.flf) = I,

pentru orice x € R.
5. S& se arate cd orice functie continud f : R — R care are proprietatea
ca

|f(x) = flyl > |z =y,

pentru orice x,y € R, este surjectiva.

6. Fie f : R — R o functie continua si strict crescitoare. S se arate cid
f71: f(R) — R este continui si strict crescitoare.

5. Fie f : R — R o functie continud, care nu ia aceeasi valoare de doua
ori. Este adevirat ca f este strict monotona?

6. Fie f:]0,1] — R o functie, astfel incat fiecare valoare a sa este luatd
de exact doud ori. S se arate cd f nu este continud pe [0, 1].

7. Sa se arate ca nu exista functii continue, f : R — R, astfel incat
flz)eQef(z+1) ¢ Q.

8. Si se arate ci nu existd functii continue si bijective din R? in R.

9. Fie f,g: [a,b] — [a,b] doud functii continue astfel incat fog=go f.
Sd se arate cd existd xo € [a, b], astfel ca f(zo) = g(xo).

REZUMAT

Fie f: D C R? — RY. Urmitoarele afirmatii sunt echivalente: a)

f este continud pe Dj; b) pentru orice G = G C R, existd G; = G; C
R?, astfel incat G; N D = f~!(G); c) pentru orice H = H C R?, exista
H, = H, C R?, astfel incat H, N D = f~'(H).

Fie f : H C R? — RY. Daca H este conexa si f este continua,
atunci f(H) este conexa.

Fie f : H C R? — R o functie marginita si continud, iar H conexa.
Daca k € R satisface inegalitatea inf{f(z) | z € H} < k < sup{f(z) |
x € H}, atunci exista cel putin un punct in H in care f ia valoarea

k.
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Fie f : D C RP — R%. Dacid K este compacta si f este continua,
atunci f(K) este compacta.

Fie f : K C R? — R? o functie continui, unde K este mult{ime
compactd. Atunci existd z* si x,, puncte din K, astfel incat || f(z*)|| =

sup || f(«)| si [|f(z.)] = inf [|f(2)].
€K Te

Fie f : K C R? — R? o functie continua si injectiva, unde K este
o multime compactd. Atunci functia f~!: f(K) — K este continui.
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SIRURI DE FUNCTII CONTINUE

Limita uniforma a unui sir de functii continue este o functie
continua
Teorema lui Dini

Limita uniformd a unui sir de functii continue este o functie
continua

Limita unui sir de functii continue nu este neapé#rat o functie continué,
aga cum se poate observa pe exemplul urmitor: f, : [0,1] — R,

fn(x) =z",

pentru orice n € N, n > 1 si orice x € [0, 1].
Vom arata cd daca sirul de functii continue converge uniform, atunci
limita sa este o functie continud. Mai precis avem urméitoarea

Teorema. Fie (fu)nen, fn: D C RP — R, un gir de functii continue
care converge uniform cdatre f : D — R. Atunci [ este continud.

Demonstratie. Deoarece sirul de functii (f,,)nen, converge uniform citre
f, pentru orice € > 0, existd n. € N, astfel ca pentru orice n € N, n > n, si
orice x € D, avem .

I fale) = F@) < 2

Pentru arata ca f este continud intr-un punct arbitrar a € D, sa observam

v

ca

1f () = f@)l < [[f () = fac (@) + [ fne () = frc (@) + 1 fne (@) = fla)]| <

€ €
<t @)~ Frola)ll + 5.
Deoarece f,_ este continud in a, exista ., > 0, astfel incat dacd = € D
si ||z — al|| < 6., atunci
€

1o (@) = fu (@)l < 3
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Ca atare, dacid x € D si ||z — al| < .4, avem

If@) - f@l S s +5+5 ==

€
3
ceea ce stabilegte continuitatea lui f in a.

Teorema lui Dini

Teorema urmétoare furnizeaza conditii suficiente pentru ca un sir de
functii continue care converge simplu, pe un compact, citre o functie con-
tinud, sa convearga uniform.

Teorema lui Dini. Fie A CR o multime compactd, (fn)nen, fo: A —
R, un gir de functii continue astfel incdt

fn+1 S fn;
pentru orice n € N g1
fn = 1,
unde f: A — R, este o functie continud.
Atunci
fo = f.

Demonstratie. Considerand, (f, — f)nen, in loc de (f,)nen, putem pre-
supune ca f = 0.
Pentru orice € > 0 gi n € N, consideram

An = £, ' ([e, 00)).

Deoarece f,, este continud, pentru orice n € N gi A este compacta, rezultd
ca A, este inchisd, pentru orice n € N.

Evident
An+1 g An7
pentru orice n € N.
Avem
NnA,=
neN " Q),
cici, altminteri, daca
To € N An,
neN
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atunci
falmo) > €,
pentru orice n € N, fapt care contrazice ipoteza
lim f,(x0) = 0.
n—oo
Atunci, conform teoremei lui Cantor, existd ng € N, astfel incat
A, = 0.

Drept urmare, pentru orice = € A,

fro() <,

de unde, pentru orice x € A si orice n € N, n > ny,
0 < ful®) < fup(w) <,

adica

fa = f.

Nota istoricd. Ulisse Dini (1845-1918) a studiat la Pisa si Paris cu
Bertrand si Hermite. A predat la Universitatea din Pisa, al cdrei rector a si
fost intre anii 1888 gi 1890. A fost ales, in 1880, membru al parlamentului
italian si senator, in 1880. In 1908 devine director al Scuola Normale di
Pisa. A contribuit la dezvoltarea geometriei si analizei matematice (in special
la teoria seriilor Fourier). Dini a publicat multe monografii (Fundamentele
teoriei functiilor de o variabild reald, in 1878; un tratat despre seriile Fourier,
in 1880 etc).

Exercitii
1. S& se arate ci sirul de functii (f,)nen, fn @ [0,1] — R, dat de
(1+x)"
falz) = TR

pentru orice n € N gi orice x € [0, 1], converge uniform pe orice interval de
forma [a, 1], unde 0 < a < 1.
2. Fie sirul de functii (fn)nen, fn:[0,5] — R, dat de

fa() = cos™ z,
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pentru orice n € N gi orice z € [0, %], unde 0 < a < 7.
Sd se arate c& (f,)nen converge uniform pe [a, §] si neuniform pe [0, Z].
3. Si se studieze convergenta simpld si uniforma a sirului de functii
(fo)nen, fn:]1,2] = R, dat de

(Inz)"

fa(z) = T+ (n2)"

pentru orice n € N gi orice x € [1,2].
4. Fie girul de functii (f,)nen, fn: [0,1] — R, dat de recurenta:

f1i=0

si
Fua(e) = fula) + 5l — @),

pentru orice n € N i orice = € [0, 1].

S& se arate cd (f,)neny converge uniform citre functia f : [0,1] — R,
f(x) = \/x, pentru orice x € [0, 1].

5. S& se arate cd girul de functii (f,)nen, fn:[0,1] — R, dat de

xn

Fnlo) = T3

pentru orice n € N gi orice z € [0, 1], nu converge uniform.
6. S& se arate cd sirul de functii discontinue (f,,)nen, fn : R — R, dat de

1

fa(z) = { g:

daciz =", m,neN, (m,n) =1
alminteri

)
pentru orice n € N si orice x € R, converge uniform cétre o functie continua.

7. S& se determine toate functiile continue f : R — R care sunt limita
uniform& a unui sir de polinoame.
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REZUMAT

Fie (fu)nens fo 0 D € R? — RY, un sir de functii continue care
converge uniform citre f: D — R. Atunci f este continua.

Fie A C R o multime compacti, (f,)en, fn : A — R, un sir de
functii continue astfel incat, pentru orice n € N, f, .1 < fn, si fo > f,
unde f: A — R, este o functie continui. Atunci f, — f.

Bibliografie

1. Robert G. Bartle, The Elements of Real Analysis, John Wiley &
Sons, Inc., New York-London-Sydney, 1964.

2. C. Popa, V. Hirig, M. Megan, Introducere in analiza matematica
prin exercitii si probleme, Editura Facla, 1976 - cota la biblioteca Fac-
ultédtii de Matematica si Informatica, Universitatea din Bucuregti IT 23777.
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CONTINUITATE UNIFORMA

Notiunea de continuitate uniforma
Teorema continuitétii uniforme
Notiunea de functie Lipschitz

Notiunea de continuitate uniforma

Teorema principald a acestei sectiuni, anume teorema continuitatii uni-
forme este instrumentul central din demonstratia integrabilitdtii functiilor
continue.

Pentru o functie, f : D C RP — R, continuitatea lui f pe D echivaleazi
cu:

pentru orice ¢ € R, ¢ > 0sia € D, existd d,. € R, d,. > 0 astfel incat,
dacd z € D i ||z — a|| < 64, atunci

1f(x) = fla)]| <e.

Trebuie retinut aici cd 0, depinde, in general, atdt de €, cat si de a.

Dependenta lui d,. de a reflectd faptul ca f isi poate schimba rapid
valorile in jurul lui a.

Uneori se poate alege d, . independent de a, adicd dependent numai de ¢.

Spre exemplu, pentru f : R — R, data de

f(x) = 2z,

pentru orice x € R, putem alege
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pentru orice z € (0,00), avem

Dacd 0 < a §i |z — a| < 4, atunci

)
|f(z) = f(a)] < ma

iar aceastd inegalitate nu poate fi imbunéitéatita, deoarece egalitatea are loc
pentru x = a — 9.
Dacd dorim |f(z) — f(a)| < €, atunci cea mai mare valoare pe care o

putem alege pentru 0 este

ca?

" 1+ea
Asadar, pentru a > 0, f este continud in a, deoarece putem alege d,. =

a,e

2 ., . R
ffga si aceasta este cea mai mare valoare posibila.
Deoarece )
) ea
inf =0,
a>01 +ea

nu putem alege d, . independent de a.
Daci vom restringe domeniul lui f la [u, 00), atunci

o ea? eu?
inf

= >0
a>0l+ea 1+ecu

poate fi ales ca fiind d, . si, dupa cum se observa, aceasta cantitate nu depinde
de a.

Definitie. Fie f: D CRP - R? gt H C D. Spunem cd f este uniform
continud pe H daca pentru orice € € R, € > 0, existd 6. € R, 6. > 0, astfel
incdt, pentru orice x,a € H gi ||x — al| < d., avem

1f(z) = fla)] <e.

Observatie. Reamintim cd diametrul unei submultimi A a lui R este

sup |z —y|. Cu aceastd terminologie, o functie f : D C R — R este uniform
r,y€A

continud pe H dacd pentru orice € € R, € > 0, existd 6. € R, 6. > 0, astfel
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incdat oricum am alege in H o submultime A cu diametrul inferior lui §.,
mmaginea el are diametrul inferior lui €.

Observatie. Este clar cd o functie uniform continud pe H este continud
pe H. Reciproca nu este, in general, valabild.

Teorema continuititii uniforme

Rezultatul urmator arata cd pe o multime compactd, continuitatea este
automat uniform#. Acest rezultat este foarte util fiind folosit pentru a
demonstra ci orice functie continuad pe un compact din R? se poate aproxima
uniform cu functii in scard, respectiv cu functii continue liniare pe portiuni,
in demonstratia Teoremei de aproximare a lui Bernstein, in demonstratia
Teoremei de integrabilitate a functiilor continue (pentru integrala Riemann-
Stieltjes), Teoremei de reducere a integralei Riemann-Stieltjes la integrala
Riemann, Teoremei de continuitate in raport cu parametrul pentru integrala
Riemann (vezi pagina ), Teoremei de derivabilitate in raport cu parametrul
pentru integrala Riemann (vezi pagina ), Teoremei de permutare a ordinii de
integrare (vezi pagina ), Primei teoreme de integrare Riemann a functiilor de
mai multe variabile (vezi pagina), precum si in cadrul demonstratiei teoremei
de reprezentare a lui Riesz (vezi pagina ).

Teorema continuitatii uniforme. Fie f: D C RP — R? o functie con-
tinud st K o submultime compactd a lui D. Atunci f este uniform continud
pe K.

Demonstratie. Pentru € € R, ¢ > 0 vom considera acoperirea cu multimi
deschise a lui K datd de familia {f~'(B(u, 5) | u € R}.

Conform teoremei de acoperire a lui Lebesgue, existd 6 > 0 astfel incat
pentru orice z,y € K, cu ||z — y|| < 6, existd u € R? astfel ca

vy € f(Bu.),
i.e. -
f(x)>f(y) € f_l(B(u> 5)7
ceea ce fnseamna ca -
() = ull < 5
si
1) = ull < 5,
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ceea ce implica

€ €
() = F@)I < 1f(@) = ull + 1) = ull < 5+ 5 =e.
Prin urmare, pentru orice € > 0, existd 6 > 0 cu proprietatea cd pentru
orice z,y € K astfel incat

rezultd

1f(x) = F)ll <e,

fact care ne asigurd cd f este uniform continua pe K.
Notiunea de functie Lipschitz

Functiile Lipschitz constituie o clasd importantd de functii uniform con-
tinue.

Definitie. O functie f: D C RP — RY? se numeste Lipschitz dacd existd
M e R, M >0, astfel incdt

1f(x) = fFWll < M[lz —yl|,

pentru orice x,y € D.
Daca se poate alege M < 1, f se numeste contractie.

Observatie. FEste clar, alegind 6. = 7, cd orice funclie Lipschitz este
uniform continud. Reciproca nu este valabild (vezi f : [0,1] — R, data de
f(x) = \/x, pentru orice x € [0,1]). Orice functie liniard este Lipschitz. Mai
mult, asa cum vom vedea, orice functie derivabild, cu derivata mdarginitd, este
Lipschitz.

Nota istorica. Rudolf Otto Sigismund Lipschitz s-a nascut la 14 mai
1832, la Konigsberg, Germania. A inceput de timpuriu studiile universitare la
Universitatea din Konigsberg, sub indrumarea lui Franz Neumann. Ulterior
merge la Berlin, unde este indrumat de catre Dirichlet si unde obtine titlul
de doctor in matematici in august 1853. In urmstorii patru ani preds la
gimnagziile din Koénigsberg si din Elbing, pentru ca in anul 1857 sd devind
Privatdozent la Universitatea din Berlin. Este numit, in anul 1862, profesor
extraordinar la Breslau. Impreuns cu Heinrich Schroeter si M. Frankenheim,
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pune bazele unui seminar de matematici si fizicd matematici. In anul 1864
este numit profesor la Universitatea din Bonn, unde isi va petrece restul
carierei, desi a primit o ofertd pentru ocuparea unui post la Gottingen. Cel
mai remarcabil fapt in legdtura cu activitatea matematica a lui Lipschitz este
diversitatea domeniilor de care s-a ocupat: teoria numerelor, teoria functiilor
Bessel, teoria seriilor Fourier, ecuatii diferentiale, mecanicéd analitica, teoria
potentialului.
A murit la Bonn, Germania, la 7 octombrie 1903.
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Exercitii

1. O functie f : A C R — R este uniform continud dacad si numai daca
existd ¢ € A astfel incat f este uniform continui pe A.s = AN (—o0,c| si pe
Aca=AN]c, 00).

2. O functie f : A C R — R este uniform continua daca si numai daca
pentru orice doud siruri (x,)nen $i (Yn)nen astfel incat nlim (n — yn) = 0,

avern lim (f(2,) ~ () = 0.

3. Fie a > 0. S se arate cd functia f : (a,00) — R, datd de f(z) =1Inz,
pentru orice = € (a,0), este uniform continud daca gi numai daca a > 0.

4. Este uniform continud functia f : R — R, datd de f(x) = e”, pentru
orice x € R?

5. S4 se arate cd f,g : R — R, f(z) = z, g(x) = sinx, pentru orice
x € R, sunt uniform continue, dar fg nu este uniform continua.

6. Si se arate cd f : (a,b] — R este uniform continud daci i numai daca
poate fi extinsd la o functie continud pe [a,b]. Este f : (0,5] — R, datd de

2
f(x) =sin L, pentru orice z € (0, %], uniform continu?

REZUMAT

Fief: D CRP —- R?si H C D. Spunem ci f este uniform continua
pe H daca pentru orice ¢ € R, ¢ > 0, exista . € R, §. > 0, astfel incat,
pentru orice z,a € H si ||z — al| < ., avem | f(z) — f(a)] < e.

Fie f : D C R? — RY o functie continui si K o submultime com-
pacta a lui D. Atunci f este uniform continui pe K.

O functie f : D C R? — R? se numeste Lipschitz daca exista
M € R, M > 0, astfel incat| f(z) — f(y)|| < M|z —y|, pentru orice
x,y € D. Daca se poate alege M < 1, f se numeste contractie.

Orice functie Lipschitz este uniform continua.

Bibliografie
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TEOREME DE PUNCT FIX

Notiunea de punct fix
Teoreme de punct fix
Teorema punctelor fixe pentru contractii
Principiul contractiilor al lui Picard-Banach-Caccioppoli
Teorema de punct fix a lui Brouwer

Notiunea de punct fix

Definitie. Fie f: D CRP — RP o functie. Un punct u € D se numeste
punct fix al lui f daca
F(w) = .

Multe rezultate au la baza demonstratiei existenta punctelor fixe pentru
o functie. Ca atare, este de dorit si dispunem de rezultate care s asigure
existenta punctelor fixe.

Teoreme de punct fix

Teorema punctelor fixe pentru contractii. Fie f : RP — R? o
contractie. Atunci f are un unic punct fix.
Demonstratie. Conform definitiei contractiei, existd C' € (0, 1) astfel incat

1f (@) = fFWll < Cllz =yl

pentru orice x,y € RP.
Definim inductiv sirul (z,),en astfel:
z1 € RP este arbitrar
si
Tni1 = f(xn)v

pentru orice n € N.
Vom ardta c& sirul (z,),en converge cédtre un punct fix (unic) al lui f si
vom estima viteza de convergenta.

253



Folosind metoda inductiei matematice se arata ca
||xn+1 - an < ot ||$2 - 181” )

pentru orice n € N.
Pentru m,n € N, m > n, folosind relatia de mai sus, avem

[2m = Zoll < l2m = Tm-all + @m-1 = Tm—zl + -+ |[Tp41 — 20| <

n—1
S (Om_2 + Om_3 + ...+ Cm_l) ||$2 — 1'1” S 1—C ||$2 — 1'1” .
Deoarece lim C"~! = 0, relatia de mai sus aratd cd sirul (z,)nen este
n—oo
Cauchy, deci convergent.
Fie
u = lim x,.
n—oo
Atunci

f(u) = u.

Mai mult, prin trecere la limita, dupd m, in inegalitatea de mai sus,
obtinem urmé&toarea estimare a vitezei de convergenta:

n—1

1-C

Ju — ]| < 2 — 21,
pentru orice n € N.

Acum vom arita cd punctul u este unic.

S& presupunem cd v este un alt punct fix al lui f.

Atunci
[u =l = [If(w) = f)]| < Cflu—v],
de unde
0<(C—=1)lu—2],

deci

lu —v[| =0,
adica

u=wv. [

Daca functia f nu este definitd pe RP, trebuie sd avem grija ca elementele
sirului definit iterativ s& facd parte din domeniul de definitie al functiei.
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Teoremd. Fie o contractie f: D = {x € RP | |z|]| < B} — R?, avind
constanta C, astfel incdt

IF(0)] < B(1=C).
Atunci girul (z,,)nen, definit astfel:
r1=0
1
Tnt1 = f(2n),

pentru orice n € N, converge cdtre un unic punct fix al lui f, care se gaseste
in D.
Demonstratie. Vom ardta c& elementele girului (z,,),en fac parte din D,
ceea ce va incheia demonstratia (care decurge ca mai sus).
Din ipoteza,
|z = I £(0)]| < B(1-C) < B.

Cum
|73 — 2| < O[22,

deducem c&
5| < o]l + C |aa] = (14 C) [|a2|| < B(1 = C?),

iar inductiv obtinem
[2na]l < B(1—C"),

pentru orice n € N. [

Observatie. Rezultatele de mai sus au anumite avantaje: furnizeazd o
metodd constructivd pentru punctul fix si o estimare a erorii de aproximare
precum §i unicitatea punctului fixz. Totusi, cerinta ca [ sd fie contractie este
foarte restrictivd.

Observatie. Teorema punctelor fixe pentru contractii, in ipostaze mai
generale (vezi mai jos), cunoscutd §i sub numele de principiul contractiilor
al lui Banach-Caccioppoli sau Picard-Banach, este un instrument esential in
stabilirea existentei si unicitatii solutiilor ecuatiilor diferentiale.

Nota istorica. Charles Emile Picard s-a ndscut in 1856 la Paris. Stu-
diaza la Liceul Napoléon, numit ulterior Henri IV, fiind un elev eminent gi
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este admis la Ecole Polytechnique si Ecole Normale Supérieure fiind clasat
al doilea, respectiv primul la examenul de admitere. Absolvi Ecole Nor-
male Supérieure unde si functioneaza ca asitent timp de un an, pentru ca
apoi, in 1878 si fie numit lector la Universitatea din Paris, iar mai apoi, in
1879, profesor la Toulouse. In 1881 se intoarce la Paris unde este numit con-
ferentiar pentru mecanic# si astronomie la Ecole Normale. In 1881 Picard
devine membru al sectiei de matematicd a Académie des Sciences. In acelasi
an se casatoreste cu fata lui Hermite cu care are trei copii: o fatd si doi
bitieti, care au murit in primul rizboi mondial. In 1885 Picard este numit
la catedra de calcul diferential de la Sorbona, desi nu implinise varsta de 30
de ani (aga cum prevedeau regulamentele academice ca o conditie obligatorie
pentru ocuparea unei catedre). In 1879 schimbi aceast# catedrs cu cea de
analizd matematica si algebra superioara. A avut contributii importante la
dezvoltarea analizei matematice, teoriei functiilor, ecuatiilor diferentiale si a
geometriei analitice. A scris o carte de referintd in trei volume, publicatd in-
tre 1891 si 1896, intitulatd Traité d’analyse. A aplicat analiza matematica la
studiul elasticitatii, caldurii si electrictatii. Picard a primit premiul Poncelet,
in 1886, Grand Prix des Sciences Mathématiques, in 1888, Grande Croix de
la Légion d’Honneur, in 1932, precum si medalia de aur Mittag-Leffler, in
1937. A devenit membru al Academiei Franceze in 1924 si este ales preged-
inte al Congresului International al Matematicienilor de la Strasbourg din
1920. Iatd cum il caracteriza Hadamard: "O trasaturd definitorie a person-
alitatii stiintifice a lui Picard a fost perfectiunea actului de predare, unul
dintre cele mai minunate, dacd nu cel mai minunat pe care l-am intalnit".
Picard a murit in 1941 la Paris.

Nota istorica. Stefan Banach s-a nascut intr-un mic sat numit Os-
trowsko la 50 de kilometri in sudul oragului Cracovia, din Polonia, la 30 mar-
tie 1892. A urmat cursurile gcolii primare din Krakowia iar in 1902 incepe
studiile la gimnaziul Henryk Sienkiewicz din Crakovia. Printr-o intamplare
fericitd unul dintre colegii lui Banach a fost Witold Wilkosz care se pregitea
sd devind profesor de matematicd. Gimnaziul respectiv nu era unul dintre
cele mai bune gi drept urmare Wilkosz s-a mutat la un altul. Banach insa
raméne la Henryk Sienkiewicz, dar va avea in continuare stranse legaturi
cu Wilkosz. De-a lungul primilor ani, la acest gimnaziu, Banach primegte
note excelente la matematici. Totusi trece examenul de final fara stralucire.
La terminarea gimnaziului, Banach si Wilkosz doreau sa studieze matemat-
ica,insa amindoi au simtit cd nimic nou nu mai este cu putinta in matematica,
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aga cd au ales si studieze alte domenii: Banach ingineria, iar Wilkosz limbile
orientale. Faptul ca doi viitori extraordinari matematicieni au luat aceasta
decizie aratd cd nu a existat nimeni care sa-i indrume in mod adecvat. Ba-
nach paraseste Krakowia gi se muta la Liov, unde devine student la Universi-
tatea Tehnicid. Este aproape sigur cd, fira nici un ajutor material din partea
familei, Banach s-a intretinut din lectii particulare. Acest fapt i-a solicitat
foarte mult timp, céci i-a fost necesar mai mult timp decat in mod normal
pentru a absolvi aceste studii. Banach nu era apt din punct de vedere fizic
pentru satisfacerea stagiului militar, datorita unor grave probleme de vedere
ce i-au afectat ochiul stang. In timpul primului rizboi mondial a contribuit
la constructia de drumuri si a predat la diverse scoli din Cracovia. De aseme-
nea a audiat diverse cursuri de matematica la Universitatea din acest oras.
O intAmplare neobignuitd avea si aiba un efect major asupra carierei sale.
Steinhaus, care isi satisficea serviciul militar, era pe cale si ocupe un post la
Universitatea Jan Kazimierz din Liov, dar locuia inca la Cracovia agteptand
numirea. Obisnuia sd se plimbe pe strazile Cracoviei pe inserate. latad ce
relateazi el insusi in memoriile sale: ” In timpul unei astfel de plimbari am
auzit cuvintele masura Lebesgue. M-am apropiat de banca din parc si m-am
prezentat celor doi tineri ucenici in matematicad. Cei doi erau Stefan Banach
si Otto Nikodym. De atunci ne-am intalnit regulat si am decis sa infiintdm
o societate de matematicd”. Steinhaus i-a comunicat lui Banach o problem&
la care se gandise fard succes. Dupd cateva zile, Banach a avut ideea prin-
cipald pentru problema respectiva, iar cei doi au scris un articol pe aceasta
tema. Razboiul a intarziat publicarea acestui prim articol al lui Banach care
a apdrut in Buletinul Academiei din Cracovia in 1918. Din acest moment
Banach a publicat articole importante de matematica intr-un ritm sustinut.
Lui Banach i s-a oferit o pozitie de catre Lomnicki la Universitatea Tehnica
din Liov. Aici si-a sustinut teza de doctorat sub indrumarea lui Lomnicki in
1920 (tezd care este consideratd ca marcand nagterea analizei functionale),
iar, in 1922, Universitatea Jan Kazimierz din Liov i-a acordat ”habilitation”
pentru o teza in teoria mdasurii. In 1924 Banach a fost promovat ca pro-
fesor plin gi a petrecut anul academic 1925 la Paris. Anii dintre cele doua
rizboaie mondiale au fost extrem de plini pentru Banach. In 1929 impreuns
cu Steinhaus a infiintat Studia Mathematica (a cérei politicd editoriald era
concentrarea pe cercetirile de analizd functionald si alte domenii conexe). In
1931, impreund cu Steinhaus, Knaster, Kuratowski, Mazurkiewicz si Sierpin-
ski, a infiintat o serie de Monografii Matematice. Primul volum din aceasta
serie, intitulat ” Teoria operatorilor liniari”, a fost scris de Banach si a aparut
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in 1932. In 1927 Kuratowski a ocupat o pozitie la Universitatea Tehnicd din
Liov, unde a lucrat pand in 1934. Impreuni cu Banach a scris, in acestd pe-
rioadd, cateva articole. Modul in care Banach lucra era total neconventional.
Ti plicea si fac# matematicd impreuni cu colegii sii intr-o cafenea din Liov.
Tatd ce spunea Ulam: ” Era dificil sa stai in cafenea sau sd bei mai mult
decat Banach. Discutam probleme propuse chiar acolo, adeseori cu nici un
rezultat chiar dupa cateva ore de gindire. A doua zi Banach apidrea cu
cateva mici foi de hirtie contindnd schema demonstratiei pe care o gasise”.
In 1939 Banach a fost ales presedintele Societitii Poloneze de Matematici.
La inceputul celui de al doilea riazboi mondial Liovul a fost ocupat de cétre
trupele sovietice. Banach era in relatii bune cu matematicienii sovietici, viz-
itand Moscova de citeva ori. A fost bine tratat de cdtre noua administratie
sovieticd i chiar numit decanul Facultatii de Stiinte al Universitatii, acum
renumita Ivan Franko. Dupéd ocuparea Liovului de citre trupele naziste, in
iunie 1941, Banach a trait in conditii dificile. A fost arestat sub invinuirea
de trafic de valuta germand pentru cateva sidptamini. A supravietuit unei
perioade in care membrii Academiei Poloneze erau omorati (conduc#torul
séu de doctorat, Lomnicki a murit in tragica noapte de 3 iulie 1941). Se
imbolnaveste si moare la Lwow la data de 31 august 1945.

Banach a fondat analiza functionald moderni si a avut contributii majore
la dezvoltarea teoriei spatiilor vectoriale topologice. In teza sa de doctorat
din 1920 a definit axiomatic ceea ce astdzi numim spatii Banach. Aceastd
idee a fost introdusa si de cdtre alti matematicieni aproape in acelasi timp
(de exemplu de citre Wiener), dar acestia nu au dezvoltat teoria. Numele de
spatii Banach se datoreaza lui Fréchet. Importanta operei lui Banach consta
in faptul cd a dezvoltat o teorie sistematicd a analizei functionale, avand
drept baza lucrarile lui Volterra, Fredholm si Hilbert in domeniul ecuatiilor
integrale.

Banach este autorul unor rezultate fundamentale privind spatiile vectori-
ale normate (teorema Hahn-Banach, principiul marginirii uniforme (Banach-
Steinhaus), teorema aplicatiei deschise etc). Paradoxul Banach-Tarski (o
sferd poate fi impartita in dousd submultimi care pot fi combinate astfel incat
s rezulte doud sfere, fiecare identicd cu cea initiald), a cdrui demonstratie
foloseste axioma alegerii, a determinat multi matematicieni sa se intrebe
dacd utilizarea amintitei axiome este legitima, fiind o contributie majora la
dezvoltarea teoriei axiomatice a multimilor.

Nota istorica. Renato Caccioppoli s-a ndscut in 1904 la Napoli, Italia.
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De la Universitatea din Napoli obtine licenta in matematicd, in anul 1925,
fiind influentat de Mario Picone, al carui asistent devine in acelagi an. Cu o
micd intrerupere (cAnd va preda la Universitatea din Padova) si-a desfisurat
intreaga activitate la Universitatea din Napoli. Avand convingeri antifas-
ciste (era nepotul lui Bakunin), igi exprim& cu ocazia vizitei lui Hitler gi
Mussolini la Napoli, in mai 1938, opozitia fatd de acestia, ceea ce conduce la
arestarea sa. Pentru a evita un proces, beneficiind de ajutorul matusii sale
Maria Bakunin, care era profesoara de chimie la Universitatea din Napoli,
este declarat nebun si internat intr-un azil. Dupd cel de al doilea razboi
mondial isi reia activitatea stiintificd si este ales membru al Accademia dei
Lincei. Se alatura Partidului Comunist Italian, desi nu impartiseste intru
totul politica acestuia. Ultimii sdi ani de viatad sunt trigti: este dezamagit
din punct de vedere politic, simte ca inspiratia matematicad il pardseste si
divortezd de sotie. Devine alcoolic si izolat. Se impusca pe 8 mai 1959.
Caccioppoli, un excelent pianist, a avut contributii insemnate la dezvoltarea
analizei matematice, a calculului variational, a ecuatiilor diferentiale. In arti-
colul Misura e integrazione degli insiemi dimensionalmente orientati, aparut
in Rendiconti dell’Accademia Nazionale dei Lincei, introduce notiunea de
multimi de parametru finit, multimi cunoscute astazi sub numele de multimi
Caccioppoli.

Rezultatul de prezentat mai jos, anume Principiul contractiilor al lui
Picard-Banach-Caccioppoli, este un instrument fundamental in stabilirea ex-
istentei si unicitatii solutiilor ecuatiilor diferentiale ordinare.

Pentru inceput vom prezenta céteva notiuni care ne vor permite formu-
larea principiului mai sus amintit si care au o mare insemnatate in sine.

Definitie. Se numeste metrica pe multimea X o functie d : X x X — R,
care satisface urmdtoarele conditii:

1)
d(x,y) =0

dacd i numai dacd

2)
pentru orice x,y € X.
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3)
d(z,y) < d(z,2) +d(z,y),

pentru orice x,y,z € X.

Definitie. Se numeste spatiuv metric un dublet (X,d), unde d este o
metrica pe multimea X. Cdnd nu va fi pericol de confuzie, vom omite d din
aceastd definitie.

Definitie. Sirul (z,), din spatiul metric (X,d) se numeste convergent
dacd existd x € X cu proprietatea cd pentru orice € > 0 existd n. € N astfel
incdt n € N, n > n. implicd d(x,,x) < €.

Definitie. Sirul (z,),>1 din spatiul metric (X,d) se numeste Cauchy
dacd pentru orice ¢ > 0 existd n. € N astfel incat m,n € N, m,n > n,
implicd d(xp,, x,) < €.

Definitie. Un spatiu metric se numeste complet daca orice sir Cauchy
de elemente din spatiul respectiv este convergent.

Definitie. O functie f: X — X, unde (X, d) este un spatiu, se numeste
contractie dacd exista C € (0,1), astfel incat

d(f(z), f(y) < Cd(z,y),

pentru orice x,y € X.

Principiul contractiilor al lui Picard-Banach-Caccioppoli. Fie
(X, d) un spativ metric complet gi f: X — X o contractie. Atunci f are un
unic punct fix.

Observatie. Demonstratia acestui principiu, deci st modul de obtinere al
punctulut fix, este similard cu cea a teoremei punctelor fize pentru contractii.

Teorema de mai jos este un rezultat fundamental in teoria punctelor fixe,
cerintele asupra proprietatilor functiei f fiind mult restranse.

Teorema de punct fix a lui Brouwer. Fie B >0 gi D = {z € RP |
|z|]| < B}. Atunci orice functie continud f : D — D are cel putin un punct

fix.
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Nota istorica. L.FE.J. Brouwer (1881-1966) a studiat si a fost profe-
sor la Amsterdam (din 1912, cu sustinerea lui Hilbert). A avut contributii
la topologie, logicd si fundamentele matematicii. Teza de doctorat a lui
Brouwer, publicatd in 1907, a constituit o contributie majora la disputa din-
tre Russell gi Poincaré privitoare la fundamentele matematicii. Din 1912
a devenit membru al Academiei Regale de Stiinte din Olanda, iar apoi al
Royal Society of London, al Academiei de Stiinte din Berlin gi al Academiei
de Stiinte din Gottingen. A fost membru al comitetului de redactie al revistei
Mathematische Annalen.

Pentru o demonstratie a Teoremei lui Brouwer, bazatda pe notiuni ele-
mentare, se poate consulta N. Dunford si J.T. Schwartz, Linear Opera-
tors, Part I, Interscience, New York, 1960.

Exercitii
1. Dati exemplu de o functie continua f : (0,1) — (0,1) care nu are
puncte fixe.
2. S4 se aplice rezultatele anterioare pentru calculul aproximativ al soluti-
ilor ecuatiei
10x — 1 = sin z.

3. Si se calculeze /10 cu o aproximatie de 1074,

REZUMAT

Fie f : D CR? — RP o functie. Un punct v € D se numeste punct
fix, al lui f, dacd f(u) = u.

Fie f : R? — R? o contractie. Atunci f are un unic punct fix.

Fie o contractie f : D = {x € R? | ||z|| < B} — RY, avand constanta
C, astfel incat || f(0)|| < B(1 — C). Atunci sirul (z,),cn, definit astfel:
x1 =0 si x,41 = f(z,), pentru orice n € N, converge cdtre un unic
punct fix al lui f, care se giseste in D.

Fie B> 0si D = {z € R? | ||z|| < B}. Atunci orice functie continui
f: D — D are cel putin un punct fix.
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TEOREME DE APROXIMARE

Notiunea de aproximare uniforma a unei functii cu o alta functie
Notiunea de functie in scarid. Aproximarea uniformi a functiilor
continue cu functii in scara
Notiunea de functie liniara pe portiuni. Aproximarea uniforma a
functiilor continue cu functii liniare pe portiuni
Polinoamele Bernstein
Teorema lui Bernstein
Teorema Stone-Weierstrass

Ideea fundamentald pe care se sprijina constructia lui Weierstrass pentru
R este aproximarea cu numere mai simple, anume cu cele rationale. Acest
lucru este ilustrat de faptul urmitor: pentru v/2 (care este una dinte solutiile
ecuatiei 2> — 2 = () nu se poate specifica in mod concret o valoare a sa; se
poate aproxima aceasta valoare cu o acuratete oricat de bund cu ajutorul
numerelor rationale.

Situatia in cazul functiilor este complet similar. In general, functiile care
sunt definite ca solutii ale unor ecuatii diferentiale nu se pot scrie, folosind un
numar finit de operatii algebrice elementare, ca expresii de functii elementare.
Se pot obtine insd aproximatii ale lor oricat de bune. Asadar, din punctul
de vedere al aplicatiilor, este necesar, de multe ori, s& se aproximeze functi-
ile continue cu functii mai simple. Mai mult, pentru multe dintre functiile
elementare, ca de exemplu sin, cos, exp, In, etc, in calculele practice, facem
apel, de fapt, la aproximatii ale lor. Spre exemplu, atunci cdnd se apasa
tasta e a unui calculator, raspunsul generat de acesta nu este exact e”, ci o
aproximare a sa.

Desi existd mai multe moduri rezonabile de a defini notiunea de aproxi-
mare, cea mai natural& si mai importanta este cea in care se cere ca, in fiecare
punct al domeniului de definitie, valoarea functie de aproximare sa nu difere
de valoare functiei date cu mai mult de o valoare prestabilita.

Este vorba aici de aproximarea uniform# care este strans legatd de con-
vergenta uniform4.

Principalul rezultat din aceastd sectiune afirma ci orice functie reald con-
tinud poate fi aproximata, pe un interval compact al axei reale, oricat de bine
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dorim, cu polinoame. Polinoamele sunt functii ugor de controlat (ele sunt
complet determinate de multimea finitd a coeficientilor lor); ele joacd pen-
tru aproximarea functiilor continue, rolul pe care il joacd numerele rationale
pentru aproximarea numerelor reale.

Notiunea de aproximare uniforma a unei functii cu o alta functie

Definitie. Fie f, g: D C RP — RY. Spunem cd g aproximeazd uniform
pe f, pe D, cu eroarea € > 0, dacd

1f(z) — g(@)|| <e,
pentru orice x € D, adicd daca

def

If =gl = ilelgllf(x) —g(@)] <e.

Spunem cd functia f poate fi aproximatd, pe D, cu functii din clasa A,
dacd pentru orice € > 0, existd g. € A, astfel incdt

If = gell <e,

sau, echivalent, existd un sir de functii din A, care converge uniform cdtre
f, pe D.

Notiunea de functie in scari. Aproximarea uniformai a functiilor
continue cu functii in scara

Definitie. O functie g : D C RP — RY, se numeste functie in scard,
dacd ia numai un numdr finit de valori distincte, iar orice valoare nenuld

este luata pe un interval din RP.

De exemplu, pentru p = ¢ = 1, functia g : R — R, data de

0, r < =2
1, —2<x<0

glxy={3, O<z<l1
-5, 1<x<3
0, z>3

este o functie in scara.
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Folosind Teorema continuitatii uniforme se demonstreaza urmitoarea

Teorema. O functie continua f: D C RP — R?, unde D este un interval
compact din RP, poate fi aproximata uniform cu functii in scard.

Notiunea de functie liniara pe portiuni. Aproximarea uniforma
a functiilor continue cu functii liniare pe portiuni

Este de asteptat ca functiile continue si fie aproximate uniform cu functii
mai simple care sunt continue (functiile in scard nu sunt continue).

Definitie. O functie g : [a,b] C R — R, se numeste liniard pe portiuni,
daca existd cg,c1,Ca,...,cn € Roastfel ca a =cyp <1 < <...<c¢, =0b st
numerele reale Ay, By, As, Bs, ..., Ay, B, astfel incdt sa avem

g(z) = Az + By,

pentru orice k € {1,2,....n} §i pentru orice x € [k, C11]

Observatie. Bineinteles cd pentru ca g sd fie continud, numerele reale
Ay §i By, trebuie sd indeplineascd anumite relatii.

Folosind Teorema continuitatii uniforme se demonstreaza urmitoarea

Teorema. O functie continud, f: J CR — R, unde J este un interval
compact, poate fi aprorimatda uniform cu functii continue liniare pe portiuni.

Polinoamele Bernstein

Definitie. Fie f : [0,1] — R o functie continud. Polinomul Bernstein
de ordin n, asociat functiei f, este definit prin

Bu(r) = Bula; ) = SIS0k (1 — ),

pentru orice x € [0,1].

Nota istoricd. Serge N. Bernstein (1880-1968), matematician rus, a
avut contributii insemnate la dezvoltarea analizei matematice, teoriei aprox-
imarii si teoriei probabilitdtilor. S-a ndscut la Odesa. A absolvit liceul in
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1898. Apoi merge la Paris unde studiazi la Sorbona si la Ecole d’Electrotechnique
Supérieure. Intre 1902 si 1903 se afld la Gottingen. Obtine titlul de doctor
in matematici de la Sorbona, in anul 1904, cu o teza in care rezolva cea de
a 19-a problema din lista lansata de catre Hilbert la congresul matematicie-
nilor din 1900. La intoarcerea in Rusia este nevoit s& se inroleze intr-un nou
program doctoral deoarece autorititile ruse nu recunosteau, pentru posturile
din invatadmintul superior gradele obtinute in strainatate. Obtine titlul de
doctor de la Universitatea din Harkov, cu o teza in care rezolva cea de a
20-a problema din lista mentionatd anterior. Va preda la aceasta universi-
tate pana in 1933, an in care incepe s predea la Universitatea din Leningrad
(timp in care activeaza si in cadrul Academiei de Stiinte a URSS). Din 1943
va preda la Universitatea din Moscova. A avut rezultate remarcabile in teo-
ria aproximdrii functiilor si in teoria probabilititilor (pe care a incercat, in
1917, sd o axiomatizeze).

Observatie. Pentru orice n € N i orice x € [0, 1], avem:
1= Crak(1—a)"* (1)
k=0
Inlocuind n cu n — 1 si k cu j, avem:
n—1 ‘
1= ZC’fl_lx](l — )",
=0

de unde, prin inmultirea cu x si folosirea relatiei

YRR

i+1
n G

n—1

avell L
Tt i+1,j+1 —(j+1)
- CItg (1 — )G+,
x ;:0 — M (1 —x)

de unde, notdnd j + 1 cu k, obtinem

n

k .
xr = ZECS:ck(l — )",

k=1
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adica
n

Ok n—k
T = Zﬁcn:c (1—x)" k. (2)
k=0
Un calcul similar, bazat pe formula (1) (unde se inlocuiegte n cu n — 2)
si pe
ey ="M=V
n(n —1)

ne furnizeazs

Prin urmare, avem

1 1 =k
1 2V2 e 2o — K2k ki _ pyn—k
(1= 4 o =3Pt ) Q
Inmultind (1) cu 22, (2) cu —2z, si adunand cu (3), obtinem

n

Ll =) = Y (o = EPCat(L - 4

k=0

relatie ce va fi folosita ulterior.

S& remarcdm c# relatia (1) spune ci# polinomul Bernstein de ordin n,
pentru functia fo, datd de fo(z) = 1, coincide cu fo, iar relatia (2) spune
acelagi lucru pentru functia fi, datd de fi(x) = z. Formula (3) aratd ci
polinomul Bernstein, de ordin n, pentru functia f,, datd de fo(x) = 22, este

1 1
Bu(w; fo) = (1— —)2® + —a,
(x; f2) = ( n)x + T
care converge uniform cétre fs.

Vom ardta in continuare ca acest fapt este valabil pentru orice functie
continud f : [0, 1] — R.
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Teorema lui Bernstein

Teorema de aproximare a lui Bernstein. Fie f: [0,1] — R o functie
continud. Atunci, sirul polinoamelor Bernstein, asociate lui f, converge uni-
form cdtre f.

Demonstratie. Deoarece, din (1), avem

fl@) =) f(x)Cha*(1—a)" ",

obtinem
£(@) = Bul) = Y (7(w) — F(IChAQ— 2y,

de unde

n

[f(z) = Bu(z)| <

k=0

fo) -S|t

Functia f este méarginita, deci existd M € R, astfel ca
|f(@)| < M,

pentru orice = € [0, 1].

Deoarece functia f este uniform continui (fiind continud pe multimea
compactd [0,1]) , deducem c& pentru orice ¢ > 0, existd J. > 0, astfel ca
pentru orice z,y € [0,1], cu |z — y| < d., sd avem

|f(x) = f(y)] <e.
Fie n € N astfel ca
M2

}- (**)

Pentru partea din suma ce apare in membrul drept al inegalitatii (*) la
care participd acei k cu proprietatea ca

n > max{
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avem majorarea

ZECﬁxk(l —z)" k< EZCﬁxk(l —z)"F=e.
I

k=0

Pentru partea din suma ce apare in membrul drept al inegalitatii (*) la
care participa acei k cu proprietatea ca

k 1
r——|> -,
n n4
adica cu proprietatea ca
(z—=)"=—,
n2
avem, folosind (4), majorarea
> 2MCEar (1 — ) = Z C’k B — )" <
k k n

< 2M+/n Z 2C¥aR (1 — z)"F <

M
:2M\/ﬁgx(1—x) < —<c¢

deoarece, pentru orice z € [0, 1], avem

z(l—x) <
Ca atare

|f(z) — Bu(z)] < 2¢,
pentru orice = € [0, 1], adica

By(z) = f,
pe [0,1]. O

269



Corolar. Fie f : [a,b] — R o functie continud. Atunci existd un gir de
polinoame care converge uniform cdtre f.

Demonstratie. Se aplicd teorema de mai sus functiei g : [0, 1] — R, datid
de

g9(t) = f((b = a)t + a),
pentru orice ¢ € [0,1]. O

Teorema Stone-Weierstrass

Teorema de aproximare a lui Bernstein std la baza demonstratiei urma-
torului rezultat (care se poate demonstra si fiara a se face apel la teorema lui
Bernstein):

Teorema Stone-Weierstrass. Fie K C RP o multime compactd si A
o familie de functit continue cu domeniul K si codomeniul R, avdind urmd-
toarele proprietati:

a) functia e, datd de e(x) = 1, pentru orice x € K, apartine lui A.

b) daca f si g apartin lui A, atunci of + Bg apartine lui A, pentru orice
a, B €R,

¢) dacd f si g apartin lui A, atunci fg apartine lui A.

d) pentru orice x #y € K, exista f € A, astfel ca f(z) # f(y).

Atunci, pentru orice functie continud f : K C RP — R existd un sir de
functii din A, care converge uniform cdtre f.

Nota istoricd. Marshall N. Stone (1903-1989) a studiat la Harvard
(intre 1919 si 1922). Obtine titlul de doctor in matematicd in 1926 cu o
tezd elaboratd sub indrumarea lui Birkhoff. A fost profesor la Columbia
University, Harvard University, Yale University, iar din 1946 a fost decanul
Departamentului de Matematica de la Chicago University. A avut contributii
insemnate la dezvoltarea analizei matematice, in special la teoria spatiilor
Hilbert si a algebrelor Booleene.

Observatie. Teorema de aproximare a lui Bernstein are marele avantaj
(spre deosebire de Teorema Stone-Weierstrass) de a furniza o metodd con-
structivd pentru obtinerea unui sir de polinoame care converge uniform cdtre
functia continud consideratd. In plus, cu ajutorul relatiei (**) putem estima
§t viteza de convergentd.
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Exercitiu. Fie K = {(z,y) € R? | 22+ y* = 1}. K poate fi parametrizat
cu ajutorul unghiului ¢ € [0, 27, unde tgf = £. O functie p : K — R, de
forma

p(0) = Ag + (A1 cosO + Bysinf) + ... + (A, cosnf + B, sinnb),

pentru orice 6 € [0, 27|, unde Ay, By, Ay, Ba, ..., A, B, sunt numere reale, se
numeste polinom trigonometric.

Sa se arate ca orice functie continua f : K — R poate fi aproximata
uniform cu polinoame trigonometrice.

REZUMAT

Fie f, g: D C R?P — R?. Spunem ci g aproximeaza uniform pe f,
pe D, cu eroarea ¢ > 0, daca || f(z) — g(x)| < ¢, pentru orice z € D,
adicd daca ||f —g|| = sup||f(z) —g(x)|| < e. Spunem ci functia f

xzeD

poate fi aproximata, pe D, cu functii din clasa A, daca pentru orice
e > 0, existad ¢g. € A, astfel incat ||f — ¢.|| < ¢, sau, echivalent, existd
un sir de functii din A, care converge uniform catre f, pe D.

O functie g : D C R? — RY, se numeste functie in scara, daci ia
numai un numar finit de valori distincte, iar orice valoare nenula
este luata pe un interval din R?.

O functie continua f : D C R? — RY unde D este un interval
compact din R?, poate fi aproximata uniform cu functii in scara.

O functie ¢ : [a,0] C R — R se numeste liniard pe portiuni dacd
exista cg,c1,09,...,¢, € R astfel ca a = ¢cg < ¢ < < ... < ¢, = b
si numerele reale A, By, Ay, Bs, ..., A,, B,, astfel incat si avem g(z) =
Az + By, pentru orice k € {1,2,...,n} si pentru orice = € [c, 41

O functie continua f : J C R — R, unde J este un interval
compact, poate fi aproximata uniform cu functii continue liniare
pe portiuni.

Fie f : [0,1] — R o functie continud. Polinomul Bernstein de
ordin n, asociat functiei f, este definit prin B,(x) = B,(z;f) =

> f(E)Cka*(1 — 2)"~*, pentru orice z € [0,1].
k=0

 Fie f:10,1] — R o functie continud. Atunci, sirul polinoamelor
Bernstein, asociate lui f, converge uniform catre f.
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Fie K C RP o multime compacti si A o familie de functii continue
cu domeniul K si codomeniul R, avind urmatoarele proprietati:

a) functia e, dati de e(z) = 1, pentru orice = € K, apartine lui A.

b) dacd f si g apartin lui A, atunci of + ¢ apartine lui A, pentru
orice o, € R.

c) dacd f si g apartin lui A, atunci fg apartine lui A.

d) pentru orice r # y € K, existd f € A, astfel ca f(z) # f(y).

Atunci pentru orice functie continua f : K C R? — R, existid un
sir de functii din A, care converge uniform catre f.

Bibliografie

1. Robert G. Bartle, The Elements of Real Analysis, John Wiley &
Sons, Inc., New York-London-Sydney, 1964.
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EXTINDEREA FUNCTIILOR CONTINUE

Existenta unei functii continue care ia valori prestabilite pe doua
multimi inchise disjuncte
Teorema lui Tietze

Uneori este de dorit sd se extindd domeniul unei functii continue fira a
schimba valorile functiei pe domeniul ei initial. Acest lucru poate fi realizat
intr-un mod trivial, definind functia prin valoarea 0 in afara domeniului ei
initial de definitie. Aceastd metoda nu genereazd, de regula, o extindere
continud. De fapt, aga cum se vede considerand functia f : R — {0} — R,
datd de f(z) = %, pentru orice x € R — {0}, uneori nu existd o extindere
continud. Totusi, agsa cum vom vedea mai jos, o extindere continud exista
intotdeauna daca domeniul initial de definitie este o multime inchisd. Mai
mult, marginile extinderii se afla intre marginile functiei initiale.

Existenta unei functii continue care ia valori prestabilite pe doua
multimi inchise disjuncte

Observatie. Fie A si B doud submultimi inchise ale lui RP, astfel ca
ANB=0.

Definim
d(z, 4) = inf [ly — ]|

st R = R, prin

pentru orice x € RP.
Atunci @ este continud si are urmatoarele proprietdti:

SO\A = O;
YB = 1
§t
0<p(x) <1,

pentru orice x € RP.
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Teorema lui Tietze

Teorema lui Tietze, intr-o forma mai generald decat cea prezentatd mai
jos, este un instrument des utilizat in studiul proprietéitilor de separare ale
spatiilor topologice, anume in caracterizarea spatiilor topologice normale.

Teorema lui Tietze. Fie f : D C RP — R o functie continud si
marginitd, unde D este o multime inchisa. Atunci existd o functie continud
g :RP — R astfel ca

gp = f

0

sup |g(x)| = sup | f(z)].
TERP xeD

Not4d istoricd. Heinrich Tietze (1880-1964) a fost profesor la Miinchen
si a avut contributii insemnate in topologie, geometrie gi algebra. Teorema
de mai sus a fost demonstratd in 1914. Tatél lui Tietze a fost directorul
Institutului Geologic al Universitatii din Viena. Tietze a studiat, incepand
cu 1898, la Technische Hochschule din Vienna (unde devine prieten, printre
altii, cu Hahn). Obtine titlul de doctor, in 1904, de la Universitatea din
Viena, sub indrumarea lui Gustav von Escherich. A fost profesor la Brno,
Erlangen si Miinchen. A fost membru al Academiei de Stiinte din Bavaria,
al Royal Society of London si al Academiei de Stiinte din Austria.

Demonstratie. Fie
M = sup |f(z)]

zeD

si multimile inchise

A={reD|j) <

}
¢ M
Bi={zeD|f(z) 2 -}

Atunci, folosind observatia anterioard, deducem existenta unei functii
continue ¢, : R? — R astfel ca

(101‘141 =

)

M
3
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si

pentru orice z € RP.
Functia fo = f — ¢, este continud si

2
sup | fale)| < M.

zeD
Fie acum 5 1
Ay={reD| f(z)<—5—}
33
si
2M
By={z€D|f(x) 255}

Atunci folosind din nou observatia anterioarsd, deducem existenta unei
functii continue ¢, : R? — R astfel ca

2M

902\,42:—5?7

2M

902|132:§§

si

2M < pol) < 2M
— —— x — —
33 = W =37

pentru orice x € RP.
Functia f3 = fo — py = f — ¢ — 5 este continud si
2
sup  fo(2)] < (3°M.
xzeD

Procedand ca mai sus, obtinem un sir de functii continue, ¢, : RP — R,
astfel ca, pentru orice n € N,

[f(@) = (1 (2) + .o + @ (2))] < (g)”M, ()

pentru orice x € D, si
)" M, (**)

[GVR

(

Wl =

|on ()] <
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pentru orice z € RP.
Definim, pentru orice n € N, functia continud g, : R — R, prin

Gn = P17+ .+ @y

Atunci, pentru orice m, n € N, m > n, si x € RP, avem

|gm($) - gn(x)‘ = }¢n+1($) + ...+ gom(:n)| <

1.2, 2 2 1 2.,
S SGEIMI+ S+t (G <GP,
relatie care aratd, folosind Criteriul lui Cauchy pentru convergentd uniforma,
cd sirul (g,)n>1 converge uniform citre o functie ce va fi notatd cu g.

Cum functiile g,, sunt continue, g este functie continua.

De asemenea, din (*), rezultd ca

1) = gul@)] < G)"M,

pentru orice x € D, deci
9o = [

Mai mult, din (**), deducem c#, pentru orice n € N gi orice x € RP, avem

1 2 2
lgn ()] < gM(lﬂLg +..+ (g) <M,

de unde

sup |g(z)| < sup|f(z)|.
z€ERP zeD

Inegalitatea

sup [g(z)| = sup | f(z)]
zERP zeD

fiind evidentd, avem

sup |g(z)| = sup |f(z)|. O
z€RP zeD
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REZUMAT

Fie A si B doud submultimi inchise ale lui R?, astfel ca ANB = ().

Definim d(z, A) = ;I€1£||y —z| si p : R — R, prin p(z) = m,

pentru orice r € RP. Atunci ¢ este continud, ¢4 = 0, pp = 1 si
0 < ¢(x) < 1, pentru orice = € R?.

Fie f : D C R? — R o functie continua si marginita, unde D este o
multime inchisa. Atunci exista o functie continui g : R? — R astfel

ca gp = [ si sup |g(z)| = sup |f(z)].
rERP xeD

Bibliografie

1. Robert G. Bartle, The Elements of Real Analysis, John Wiley &
Sons, Inc., New York-London-Sydney, 1964.
2. James Munkres, TOPOLOGY A first course, Prentice Hall, 1975.
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ECHICONTINUITATE

Notiunea de familie marginita de functii continue
Echicontinuitatea unei familii de functii
Teorema Arzela-Ascoli

Am folosit de multe ori pand acum teorema lui Bolzano-Weierstrass (orice
multime infinitd gi mérginitd din R? are un punct de acumulare) si rezultatul
corespunzator pentru siruri, anume lema lui Cesaro (orice gir marginit din
R? are un subgir convergent). Vom prezenta acum un rezultat analog pentru
multimi de functii continue. Pentru simplitate, vom prezenta aici numai
forma referitoare la siruri, desi se pot defini si pentru functii notiunile de
vecindtate, multime deschisa si inchisa, punct de acumulare etc.

Notiunea de familie marginita de functii continue

Fie K o multime compactd fixatd din RP.
Pentru o functie continud f : K — RY definim

def

L= 1[fll = sup [lf(2)]]-
zeK

Definitie. Familia A de functii continue, din K in RY, se numeste
marginitd (sau uniform mdrginita) dacd exista M € R astfel ca

1l <M,
pentru orice [ € A.

Observatie. Este clar cd orice famile finita A este mdrginitd. In general,
o familie infinitd nu este marginitd. Totusi, un sir uniform convergent de
functii continue, din K in R?, este marginit.

Mai precis avem:

Lema. Dacd A = (fn)nen, unde f, : K — RY, este un gir uniform
convergent de functii continue, atunci A este mdrginitd.
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Echicontinuitatea unei familii de functii

Observatie. Dacd f : K — R? este o functie continud, ea este uniform
continud §i ca atare, pentru orice € > 0 exista 0. > 0 astfel ca pentru orice
z,y € K, ||z —y|| <6, avem

1 () = F)ll <e.

Desigur valoarea lui . depinde si de f, deci, pentru a fi mai exvacti, ar
trebui sa scriem d. 5 (cand lucram cu mai mult de o functie este nimerit sa
punem in evidentd acest fapt).

Daca A = {f1,..., [n} este o famile finita de functii continue, din K in
RY, atunci considerdnd

557A = min{&g,fl, ceey 587]%} > 0,
obtinem un 0 “wvalabil” pentru toate functiile din A.

Definitie. Familia A de functii, din K in R?, se numeste echicontinud
daca pentru orice € > 0 ewistd 6. > 0 astfel ca, pentru orice x,y € K,
|z —y|| < dc gt orice functie f € A, sa avem

1f(z) = fw)ll <e.
Observatie. Spunem cd familia A de functii, din K in R, are propri-
etatea (%) dacd pentru orice v € K gi orice ¢ > 0 existd d,. > 0 astfel ca

pentru orice y € K, ||y — x| < 0, §i orice functie f € A, sd avem

1 (y) = f(@)]| <e.

Daca familia A are proprietatea (x), atunci ea este echicontinud.
Multi autori adoptd ca definitie a echicontinuitatii proprietatea ().

Observatie. Considerentele de mai sus aratd cd orice famile finitd de
functii continue, din K in RY, este echicontinud.

Vom ardta cd orice gir uniform convergent de functii continue, din K in
R, este, de asemenea, echicontinuu.

Mai precis avem:
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Lema. Dacd A = (fn)nen, unde f, : K — RY, este un gir uniform
convergent de functii continue, atunci A este echicontinud.

Teorema Arzela-Ascoli.

Cele discutate mai sus aratd cd pentru ca un gir de functii continue, din
K in RY sa fie uniform convergent, este necesar ca el si fie marginit si
echicontinuu.

Vom ardta cid aceste doud proprietdti sunt necesare i suficiente pentru
ca o familie A de functii continue, din K in R?, s& aiba proprietatea c& orice
sir de functii din A posedd un subsir uniform convergent.

Teorema Arzela-Ascoli este un instrument fundamental in stabilirea ex-
istentei si unicitatii solutiilor ecuatiilor diferentiale ordinare, precum si in
studiul compacitétii operatorilor integrali (care se vor studiu in cadrul cur-
sului de analizd functionald).

Teorema Arzela-Ascoli. Fie K o multime compacta din RP gi A o
familie de functii continue din K in RY.

Atunci, urmdtoarele afirmatic sunt echivalente:

a) A este marginitda gi echicontinud.

b) orice gir de elemente din A posedd un subgir uniform convergent.

Nota istoricd. Cesare Arzela (1847-1912) a absolvit Universitatea din
Pisa, in 1869. A fost profesor la Universitatea din Palermo si la cea din
Bologna.

Nota istoricd. Guido Ascoli (1887-1957) a fost profesor la Milano si
Torino.

Demonstratie.
b)=-a)
Vom arita cd |a)=-1b).
Dacé A este nemarginitd, atunci, pentru orice n € N, exista f,, € A astfel
ca
1full = .

Conform primei leme de mai sus, nici un subsir al lui (f,,),eny nu poate fi
uniform convergent, deci avem |b).
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Dacd A nu este echicontinud, atunci existd g > 0 astfel ca pentru orice
n € N exista z,,y, € K, cu proprietatea ca

SRS

lzn = ynll <

si f, € A cu proprietatea cd

Daca girul (f,,)nen ar avea un subsir uniform convergent, atunci, conform
celei de a doua leme de mai sus, acest subsir ar fi echicontinuu, ceea ce ar
contrazice afirmatia de mai sus.

Deci avem |b).

a)=-b)
Vom ardta ca orice sir de functii, (f,,)nen, din A, posedd un subsir uniform
convergent.
Conform exercitiului 9 de la pagina ..., existd C' o submultime numarabila
a lui K cu proprietatea ca pentru orice y € K gi orice € > 0 exista un element
x € C astfel ca
|z —yl| <e. (*)

Dacd C' = {x1, ..., Ty, ...}, atunci (f,,(z1))nen este un gir marginit din R?,
deci conform lemei lui Cesaro, exista un subsir

(f11($1), flg(l'l), ceeny fln(xl), )

al lui (f,(x1))nen care este convergent.
S& remarcam acum ci girul (f1x(72))ren este un gir marginit din R?, deci
existd un subsir

(f21<.132), f22(1‘2), ey f2n<.fl?2), )

al sdu care este convergent.
S& remarcidm, in continuare, c& girul (for(3))ren este un gir marginit din
RP, deci existd un subsir

(far(x3), faa(z3), ...y fan(x3),...)

al sau care este convergent.
Procedeul se repeta si definim g, = f,, ca fiind a n-a functie din cel de
al n-lea subsir.
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Din constructie este clar ca sirul (g, ),en este convergent in orice punct
din C.

Vom arita acum c& girul (g,),en este convergent in orice punct din K gi
cd avem convergenta uniforma.

Pentru orice € > 0 existd 6. > 0 astfel ca pentru orice z,y € K, ||z — y|| <
0. si orice functie f € A s& avem

1f(z) = F)ll <e.

Folosind faptul ca multimea K este compactd, precum si faptul ca familia
(B(z,0.))zec constituie o acoperire cu multimi deschise a lui K (vezi (x)),
putem considera

Cy = {yl, ey yk}

o submultime finitd a lui C' astfel incat pentru orice x € K exista i €
{1,2,..., k}, astfel ca
|z — yi]| < Oe.
Deoarece sirurile (g, (y1))nen,---»(9n(Yr) Jnen sunt convergente, existd M €

N, astfel ca, pentru orice n,m > M, s& avem

gm (ys) — gn(wi)|| <,

pentru orice i € {1,2,...,k}.
Fie x € K arbitrar.
Atunci existd i € {1,2,...,k} astfel ca

[ = will < 0.,

deci
g () — gn(vi)| <,

pentru orice n € N, in particular pentru orice n € N, n > M.
Ca atare avem

19n(2) = gm (2)|| < [lgn(®) = gn (W) [F19n(Yi) = G (i) 11 (7) — gm (wi)[] < 3e,

pentru orice m,n € N, m,n > M, fapt care arata, folosind criteriul lui
Cauchy pentru convergenta uniform, ca sirul (g, )nen (care este un subsir al
lui este (fy)nen) este uniform convergent in orice punct din K. O
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REZUMAT

Fie K o multime compactid din RP, fixata. Pentru o functie
continud, f: K — RY, definim ||f[| = |[fllc = sup [|£(z)]]-
BAS

Familia A de functii continue, din K in R?, se numeste marginita
(sau uniform madirginitd) daca existi M € R, astfel ca ||f|| < M,
pentru orice f € A.

Daci A = (fu)nen, unde f, : K — RY, este un sir uniform conver-
gent de functii continue, atunci A este méirginita.

Familia A de functii, din K in R?, se numeste echicontinui daca
pentru orice ¢ > 0 existd §. > 0 astfel ca pentru orice =,y € K,
|z —y|| < 6. si orice functie f € A, avem | f(z) — f(y)| <e.

Daci A = (fy)nen, unde f, : K — RY, este un sir uniform conver-
gent de functii continue, atunci A este echicontinui.

Fie K o multime compacta din R? si A o familie de functii con-
tinue, din K in RY. Atunci, urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
a) A este mirginita si echicontinui; b) orice sir de functii, din A,
poseda un subsir uniform convergent.

Bibliografie

1. Robert G. Bartle, The Elements of Real Analysis, John Wiley &
Sons, Inc., New York-London-Sydney, 1964.
2. James Munkres, TOPOLOGY A first course, Prentice Hall, 1975.
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LIMITE DE FUNCTII

Limita unei functii de mai multe variabile intr-un punct
Limite la infinit si limite infinite
Limita superioara si inferioara. Oscilatia
Limite laterale. Discontinuititi de prima si de a doua speta
Limite fundamentale

Analiza Matematica poate fi caracterizata destul de exact ca fiind partea
matematicii unde se face in mod sistematic uz de diferite concepte de lim-
itd. Printre motivele care au determinat introducerea acestui concept in
cadrul prezentului curs abia acum, un rol central il ocupa acela ca in analiza
matematicd elementard se opereazi cu cateva tipuri de limite. Am discutat
deja despre convergenta sirurilor si despre continuitate. In capitolele ur-
méitoare va aparea notiunea de limitd in contextul prezentarii notiunilor de
derivabilitate si de integrabilitate. Toate acestea sunt cazuri particulare ale
conceptului general de limita, concept care are un grad ridicat de abstracti-
zare. Din acest motiv am ales ca initial sa introducem si sa discutam separat
aceste notiuni. Odatd ce aceste notiuni au fost intelese si asimilate, nu mai
este atat de greu si se asimileze notiunea abstracta de limita.

Limita unei functii de mai multe variabile intr-un punct

Cadrul in care vom lucra in aceasta sectiune este urmétorul:
se considerd o functie f : D C RP — RY, ¢ un punct de acumulare al
lui D si b € RY.

Definitie. Vom spune ca f tinde cdatre b, atunci cind x tinde cdtre c,
dacd pentru orice vecindatate V, a lui b, exista U, vecindtate a lui c, astfel
Incdt

f(x) eV,
pentru orice x € (UN D) — {c}.
Vom nota aceastda situatie prin:

fx) = b.

r—c
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Lemi. In cadrul de mai sus, daca b € R?, f(z) — b si f(z) — b,

atunci b=1"0'.

Observatie. Valoarea b, unic determinatd de proprietatea f(x) — b,

r—cC

poartda numele de limita lui f, atunci cind x tinde cdtre c.
Vom marca aceasta situatie astfel:

limf(x) = b.

r—cC

Urmadtorul rezultat prezintad formuliri echivalente pentru existenta limitei
unei functii intr-un punct.

Teorema. In cadrul de mai sus, urmdtoarele afirmatii sunt echivalente:
a) existd limf(x) gi
r—cC

limf(z) = 1.

r—cC

b) pentru orice € > 0 existd 6. > 0 astfel incdt pentru orice x € D, x # ¢
astfel ca |z — ¢|| < 6., avem

/() =1l <e.

¢) pentru orice gir (T,)nen, de puncte din D, astfel ca x, # c, pentru
orice n € N g1 lim z,, = ¢, avem

n—oo

lim f(z,) =L

n—oo

Urmatorul rezultat precizeaza legatura dintre continuitate si limita.

Teorema. In cadrul de mai sus, facem presupunerea suplimentard cd c
este punct al lur D.

Atunci, urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

a) [ este continud in c.

b) exista limf(x) gi imf(z) = f(c).
Teorema urmatoare prezintd comportamentul limitei la compunere.

Teoremi. Fie f : D CRP - R, g: D' C R? — R* astfel ca Imf C D',
¢ un punct de acumulare al lui D, b € R? g1 a € R® astfel incdt:
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i)
limf(x) =0

Tr—cC

it) exista U, o vecindtate a lui c, astfel incdt

f(x) # b,

pentru orice x € (UND)—{c} (deci b este punct de acumulare pentru Imf ).
iii)

limg(y) = a.
y—b

Atunci existd lim(go f)(x) gi

r—cC

lim(go f)(x) = a.

r—cC

Observatie. Conditia i) din acestd teoremd este esentiald, asa cum

arata exemplul urmdator:
fR—=R, f(x)=0,pentruz #0si f(0)=1,9g=f, c=0.

Limite la infinit si limite infinite

Ca si in cazul sirulrilor, vom prezenta cazul limitelor infinite, respectin al
limitelor la infinit.

Definitie. Fie f: E — R i ¢ un punct de acumulare (in cazul q = 1,
eventual infinit) al multimii E C RY. Spunem cd | € R este limita functiei
f in punctul xq dacd pentru orice vecindtate V a lui | existd o vecinatate U
a lui xy astfel incdat pentru orice x € (ENU) — {xo}, avem f(x) € V.

Aceasta situatie se marcheazd prin notatia

lim f(z) = 1.

T—X0

Remarca. 1. Pentru q =1,

lim f(z) = o0

Tr—T0

daca i numai dacd pentru orice € € R exista 6 > 0 astfel incdt pentru orice
r € E cu proprietatea
0< |z —mx| <9,
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avem

f(z) > e.

2. Pentru g =1,
lim f(z) = —o0

T—T0

dacd si numai dacd pentru orice € € R, existd & > 0 astfel incdt pentru orice
r € E cu proprietatea
0< |z —mx| <9,

avem

f(z) <e.

lim f(z) = o0

r—00

daca i numai dacd pentru orice € € R existd 6 € R astfel incat pentru orice
x € E cu proprietatea

x>0,
avem
f(z) > e.
4.
lim f(z) = —o0

T—00

dacd si numai dacd pentru orice € € R existd § € R astfel incdt pentru orice
x € E cu proprietatea
x>0,

avem

f(z) <e.

A f (@) = oo

daca i numai dacd pentru orice € € R existd 6 € R astfel incat pentru orice
x € E cu proprietatea
x <9,

avem
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lim f(z) = —o0

r——00

dacd si numai dacd pentru orice € € R existd § € R astfel incdt pentru orice
r € E cu proprietatea
x <9,

avem

f(z) <e.

Observatie. Comportamentul limitelor de functii la operatiile algebrice
este similar celui din cazul sirurilor.

Limita superioara si inferioara. Oscilatia

Vom presupune acum c& ¢ = 1. Asadar se considera o functie f : D C
R? — R gi ¢ un punct din D. Notiunile prezentate mai jos, care sunt analogul
notiunilor de limitd superioara si inferioara de la siruri, sunt utile pentru o
caracterizare alternativa a continuitatii.

Definitie. Definim limita superioard a lui f, atunci cind x tinde cdtre
c, prin
limsupf(z) = inf ( sup f(x)).

T—e V vecindtate a lui ¢ pcpny

Analog se defineste notiunea de limita inferioard a lui f atunci cind x
tinde cdtre ¢, care se noteazd prin liminf f(x).
r—cC

Definitie. Definim oscilatia lui f pe o submultime A a lui D ca fiind

Wl A) = supf (@) — inf [(2) = sup ((2) ~ f(y),

TEA z,y€A
tar oscilatia lui f in punctul ¢ ca fiind

w(f,c) = inf w(f,VND).

V wecindtate a lui c

Observatie. In cadrul de mai sus, avem

w(f,c) =limsupf(z) — lim_énff(x).

r—cC
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Propozitie. In cadrul de mai sus, urmdtoarele afirmatii sunt echivalente:
i) f este continud in c;

it)

i)
limsupf(z) = llan_}?ff(:c) = f(c).

T—C
Exercitii.

1. In cadrul de mai sus, si se arate cd, pentru orice a > 0, multimea
{r € D|w(f,c) < a} este deschisi.

2. Fie f,,f : R — R astfel incat f, = f. S se arate ci daci, pentru
orice n € N, f, este continud, atunci multimea punctelor in care f este
continud este densa in R?.

Limite laterale. Discontinuitati de prima si de a doua speta

In cazul functiilor de o variabili reald se poate discuta despre notiunile
de limite laterale, ceea ce permite o anume clasificare a punctelor de discon-
tinuitate.

Definitie. Fie f : A C R — R si a un punct de acumulare al lui
AN (—o0,a).

Vom spune cd | € R este limita la stanga a functiei f in punctul a dacd
pentru orice vecindtate V a lui | existd o vecindtate U a lui a astfel incat
pentru orice

reU, cux<a,

avem
f(x)eV.

Aceastd situatie se marcheazd prin

limf(z) =1
4

sau prin
fla-) =1.

Analog se defineste limita la dreapta a functiei f in punctul a.
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Limita la stinga a functier f in punctul a gt limita la dreapta a functier
f in punctul a se numesc limitele laterale ale functiei f in punctul a.

Rezultatul de mai jos caracterizeaza situatia existentei limitei unei functii
intr-un punct in termeni de limitele laterale.

Propozitie. Fie f: A CR — R gi a un punct de acumulare al lui A.
[ € R este limita functier f in punctul a dacd st numai dacd existele ambele
laterale (care au sens) ale lui f in a gi sunt egale cu .

Notiunea de limite laterale permite urméitoarea clasificare a punctelor de
discontinuitate.

Definitie. Fie f : A C R — R. Un punct a € A se numeste punct
de discontinuitate de prima spetd dacd existd si sunt finite limitele laterale
(care au sens) ale lui f in a, dar cel putin una este diferita de f(a). Celelalte
puncte de discontinuitate din A se numesc puncte de discontinuitate de speta
a doua.

Propozitia urmatoare precizeazd natura si cardinalul discontinuitatilor
unei functii monotone.

Propozitie. Fie f: I — R o functie monotond, unde I este un interval
nedegenerat al dreptei reale. Atunci discontinuitatile lui f sunt numai de
prima spetd gt multimea acestora este cel mult numdarabila.

Observatie. Alerandru Froda a demonstrat ca multimea punctelor de
discontinuitate de prima spetd ale oricarei functii f : R — R este cel mult
numdrabild.

Propozitia urmétoare precizeaza natura discontinuitatilor unei functii cu
proprietatea lui Darboux.

Propozitie. Fie f : I — R o functie cu proprietatea lui Darboux, unde I
este un interval nedegenerat al dreptei reale. Atunci f nu are discontinuitdati
de prima spetd.

Dupé& cum am véizut, existd functii cu proprietatea lui Darboux care nu
sunt continue. Propozitia urmétoare furnizeaza conditii suficiente pentru ca
o functie cu proprietatea lui Darboux s& fie continua.
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Propozitie. Fie f: I — R o functie monotond, unde I este un interval
nedegenerat al dreptei reale. Dacd f are proprietatea lui Darboux, atunci f
este continud.

Propozitia urmatoare furnizeaza conditii necesare si suficiente pentru ca o
functie sa realizeze un izomorfism intre domeniul sdu de definitie si imaginea
sa.

Propozitie. Fie f : [ — R, unde I este un interval nedegenerat al
dreptei reale. Urmadatoarele afirmatic sunt echivalente:

i) f: I — f(I) este homeomorfism i.e. [ este bijectivd, iar f gi f~! sunt
continue;

it) f este strict monotond gi f(I) este interval

iii) f este continud §i injectivd.
Aplicatii. Functia sin : [-7, 7] — [~1, 1] este strict monotona si surjec-
tivd. Prin urmare, inversa sa, adica functia arcsin : [-1,1] — [=7, 7] este
continua.

Functia cos : [0,7] — [—1,1] este strict monoton& si surjectivd. Prin
urmare, inversa sa, adicd functia arccos : [—1,1] — [0, 7| este continu4.

Functiatg : (=3, %) — R, este strict monotond si surjectiva. Prin urmare,
inversa sa, adicd functia arctg : R — (—3, 7) este continua.

Functia ctg : (0,7) — R, este strict monotona si surjectivd. Prin urmare,
inversa sa, adicd functia arcctg : R — (0, 7) este continu.

Functia exp : R — (0, 00) este strict monoton4 si surjectivd. Prin urmare,
inversa sa, adicd functia In : (0,00) — R este continu.

Limite fundamentale

Prezentdm acum cateva limite fundamentale:

sin x
=1

lim
x—0

t
lim 9L — 1
z—0

arcsin x
m—— =
x—0 X
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T—00 €T
o o In(l+2
hmg =1
z—0 x
. at—
lim =Ina, unde a € (0, 00)
x—0 x
1 T—1
Iim¢ =r, unde r € R.
x—0 x
Exercitii.
1. S4 se calculeze ]
lime ™7 sin —,
z—0 x
1
. xe e
lim
a—0 tg2x

z>0
si
i (2% — 1) In(1 + sin®* z)
im
e=0 (V1+x —1)tg?2z
2. S4 se arate cd dacd functia continud f : (a,b) — R are limite finite in
a si b, atunci ea este marginitd. Este reciproca adevarata?
3. Fie f : [1,00) — R o functie cresciitoare. Si se arate ci lim f(x) = oo
dacd si numai daca lim f(n) = occ.

4. Fiea > 0si f: [0,a] — R o functie monotond. S& se arate cd f este
continud in 0 dacd si numai dac# lim f(+) = f(0).

5. S& se arate cd dacd functia f : (0,00) — R este marginitd pe fiecare
interval (0,b) si dacad

lim (f(z +1) — f(x)) = o0,

Tr—00
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atunci
lim —f(@

r—o00 I

6. Si se arate ca pentru orice functie neconstanta si periodica f : R — R,
nu existd lim f(z).
T— 00
7. Fie f : [0,00) — R o functie cu urmétoarele proprietati:
i) existd M € R astfel incat

()] < M,

pentru orice z € [0, 00);
i)
fle+y) = f(@)+ fy),
pentru orice z,y € [0, 00).
S& se arate ci:
a) existd si sunt finite limitele a = }:131@ si b= lim

0 * T—00
z>0

fa).

T

b)
ar < f(x) < bz,

pentru orice x € R.

REZUMAT

Se consideri o functie f : D C R? — RY%, ¢ un punct de acumulare
al lui D si b € RY. Vom spune ci f tinde catre b, atunci cand z tinde
catre ¢, daca pentru orice vecinatate V', a lui b, exista U, vecinatate
a lui ¢, astfel incat f(x) € V, pentru orice z € (U N D) — {c}. Vom
nota f(z) — b. Daciab € RY, f(x) — bsi f(x) — b, atunci b = 1.
Valoarea b, unic determinati de proprietatea f(z) — b, poartd
numele de limita lui f, atunci cind z tinde catre c. Vom marca
aceastd situatie astfel: limf(x) = b.

In cadrul de mai sus, urmitoarele afirmatii sunt echivalente: a)
existd limf(z) si limf(z) = [; b) pentru orice ¢ > 0 existd 6. > 0

astfel incat pentru orice x € D, x # ¢ astfel ca ||z —¢|| < 0., avem
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|f(x) = || < e; ¢) pentru orice sir (x,),cn, de puncte din D, astfel ca
T, # ¢, pentru orice n € N i lim z,, = ¢, avem lim f(z,) = (.

In cadrul de mai sus, facem presupunerea suplimentari ci ¢ este
punct al lui D. Atunci, urmitoarele afirmatii sunt echivalente: a)
f este continud in c¢; b) exista i%f(x) si glﬁlg}:f(@ = f(c).

Fie f : £ — R si 2o un punct de acumulare (eventual infinit
pentru ¢ = 1) al multimii £ C R?. Spunem ci [ € R este limita
functiei f in punctul 2y daci pentru orice vecinatate V' a lui [ exista
o vecindtate U a lui z( astfel incat, pentru orice x € (ENU) —

{z0}, avem f(x) € V. Aceasts situatie se marcheazi prin notatia:
lim f(z) = L.

T—T0o

Pentru o functie f : D C R” — R si ¢ un punct din D, definim
limita superioara a lui f, atunci cand z tinde cétre ¢, prin limsupf(z) =

r—cC

inf ( sup f(z)). Analog se defineste notiunea de limita in-
V vecindtate a lui ¢ pcpny

ferioara a lui f atunci cand z tinde catre ¢, care se noteaza prin
liminf f(z).

r—C

Definim oscilatia lui f pe o submultime A a lui D ca fiind
w(f,A) = supf(x) — ingf(m) = sup (f(z) — f(y)), iar oscilatia lui f
€A z€

z,ycA

in punctul ¢ ca fiind w(f,c) = inf w(f,VND).

. V vecindtate a lui ¢
In cadrul de mai sus, avem w(f,c) = limsupf(z) — liminf f(z).

In cadrul de mai sus, urmitoarele afirmatii sunt echivalente: i)
[ este continui in ¢; ii) w(f, ¢) = 0; iii) limsupf(z) = liminff(z) = f(c).

Fie f: ACR — R si a un punct de acumulare al lui AN (—o0,a).
Vom spune ci | € R este limita la stanga a functiei f in punctul «
daca pentru orice vecinatate V' a lui [ exista o vecinatate U a lui «a
astfel incat pentru orice = € U, cu = < a, avem f(z) € V. Aceastd
situatie se marcheazi prin lim f(z) = [ sau prin f(a—) = [. Analog

r—a
z<a

se defineste limita la dreapta a functiei f in punctul a. Limita la
stanga a functiei f in punctul «a si limita la dreapta a functiei f in
punctul ¢ se numesc limitele laterale ale functiei f in punctul a.

Fie f : ACR — R si a un punct de acumulare al lui A. [ € R este
limita functiei f in punctul ¢ daca si numai daca existele ambele
laterale (care au sens) ale lui f in a si sunt egale cu .
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Fie f : ACR — R si a un punct izolat al lui A. Atunci [ este
continui in a.

Daci a este punct de acumulare al lui A, din A, atunci f este
continud in a daci si numai daci existele ambele laterale (care au
sens) ale lui f in « si sunt egale cu f(a).

Fie f : A C R — R. Un punct ¢ € A se numeste punct de
discontinuitate de prima spetd daci existd si sunt finite limitele
laterale (care au sens) ale lui f in a, dar cel putin una este diferita
de f(a). Celelalte puncte de discontinuitate din A se numesc puncte
de discontinuitate de speta a doua.

Fie f : I — R, unde [ este un interval nedegenerat al dreptei
reale, o functie monotona. Atunci discontinuitatile lui f sunt numai
de prima speta si multimea acestora este cel mult numarabila.

Multimea punctelor de discontinuitate de prima speta ale oricarei
functii f : R — R este cel mult numarabila.

Fie f : I — R, unde [/ este un interval nedegenerat al dreptei
reale, o functie cu proprietatea lui Darboux. Atunci f nu are dis-
continuitati de prima speta.

Fie f : I — R, unde [ este un interval nedegenerat al dreptei
reale, o functie monotona. Dacid f are proprietatea lui Darboux,
atunci f este continua.

Fie f : I — R, unde / este un interval nedegenerat al dreptei
reale. Urmadtoarele afirmatii sunt echivalente: i) f : I — f(I) este
homeomorfism i.e. f este bijectivd, iar f si f~! sunt continue; ii)
f este strict monotoni si f(/) este interval; iii) f este continui si
injectiva.

lim e = 15 lm ™ = 1; lmereine = 15 lim @92 = 15 lim(1 +2)* = 1;

z—0 T

lim (14 3)7 = 1 lim B = 15 Tim =

r—00

=r, unde r € R.
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DERIVATA PER

Introdusa inca in secolul al XVII-lea, concomitent de céitre Isaac Newton si
G.W. Leibniz, notiunea de derivatd este una dintre cele mai importante din Analiza
matematicd. Derivata este o descriere matematicd a vitezei de variatie a unei
functii. ... trebuie si deosebim intre notiunea de derivati si aceea de derivabilitate.
Derivata este fie un numér real, fie unul dintre simbolurile minus sau plus infinit,
in timp ce derivabilitatea nu este un numdr, ci o proprietate.

Solomon Marcus, Socul matematicii, Editura Albatros, Bucuresti,
1987, paginile 252-253

In timp ce notiunea de integral isi are radicinile in antichitate, cealaltd noti-
une fundamentald a analizei, derivata, a aparut abia in secolul al XVII-lea, da-
toritd lui Fermat si altor matematicieni. Leg#tura organicd dintre aceste doud
notiuni, aparent cu totul diferite, descoperitd de Newton gi Leibniz, a inaugurat
o dezvoltare fird precedent a stiintei matematice. Fermat era interesat in deter-
minarea maximelor gi minimelor unei functii. In graficul unei functii, un maxim
corespunde unui varf mai inalt decat toate celelalte puncte invecinate, in timp ce
un minim corespunde unui punct mai coborat decit toate punctele invecinate. ...
Pentru a caracteriza punctele de maxim gi minim, este natural& folosirea notiunii
de tangentd a unei curbe. Presupunem c& graficul nu are colfuri ascutite sau alte
singularitdti si cd, in fiecare punct, el are o directie determinata, data de dreapta
tangent# in acel punct. In punctele de maxim sau de minim, tangenta la graficul
functiei trebuie si fie paraleld cu axa Ox, deoarece, in caz contrar, curba ar urca
sau ar cobora in aceste puncte. Aceastd observatie sugereazd ideea considerarii
tangentei la curba in fiecare punct al graficului functiei.

Ce este matematica?, de R. Courant si H. Robbins, Editura
Stiintificd, Bucuresti, 1969, pagina 432

The standard definition of the derivative given in first-year calculus is f (z) =

lim%{f‘l) where this is understood to mean that L&=1@ j5 5 pretty good

T—a r—a

approximation to f, (a) that gets better as = gets closer to a. As we have seen,
we can be much more precise. It is more accurate and useful to introduce the
actual difference between the derivative and the average rate of change f,(a) =
W + E(x,a), where E(x,a) is the discrepancy or error introduced when we
use the average rate of change in place of the derivative, or vice-versa. Relying on
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an intuitive notion of limits, we would like to say that f (a) is the value of the
derivative provied this error, E(x,a), gets closer to 0 as = gets closer to a. The
meaning is clear in most cases, but the phrase "gets closer" is still to ambiguous.
What is important is that we can make the absolute value of our error as small as it
needs to be by controlling the distance of  from a. We now present notation that
was introduced by Cauchy in 1823: € > 0 to represent the size of the allowable
error and 0 > 0 to represent the distance between x and a. We fix a real number
a and say that f is differenatiable at * = a if and only if there is a number,
denoted by f'(a), such that the error E(z,a) = f (a) — W satisfies the
following condition: for any specified bound on this error, € > 0, we can find a
distance, 9, such that if z is within 0 of a (0 < |z — a| < §), then the error sits
within the allowed bound (|E(z,a)| < €). We call f'(a) the derivative of f at
a. ... The definition just given is neither obvious nor easy to absorb. The reader
encountering it for the first time should keep in mind that it is the fruit of two
centuries of searching. It looks deceptively like the casual definition for it compares
f,(a) to the average rate of change % There may be a tendency to ignore
the € and 0 and hope they are not important. They are. This has proven to be
the definition of the derivative that explains those grey areas where differentiation
does seem to be working the way we expect it to.

A Radical Approach to Real Analysis, David Bressoud, The Mathematical

Association of America, 1994, paginile 13-15.

Definitia derivatei pe R. Legitura dintre derivabilitate si
continuitate
Puncte de extrem local. Teorema lui Fermat
Teorema lui Rolle, Teorema lui Lagrange, Teorema lui Cauchy si
Teorema lui Darboux
Derivate de ordin superior. Teorema lui Taylor
Metoda lui Newton
Permutarea limitei cu derivata

Definitia derivatei pe R. Legatura dintre derivabilitate si conti-
nuitate

Asa cum se intaAmpla cu orice concept fundamental, notiunea de derivata
sintetizeazd modelarea unor fenomene care provin din domenii diferite, ca de
exemplu problema tangentei, problema vitezei sau problema densitéatii liniare
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a unei bare materiale (a se vedea, in acest sens, Analizd Matematicad, Vol.
I, Editia a V-a, Editura Didactica si Pedagogici, Bucuresti, Lucrare elaborata
de un colectiv al catedrei de analizd matematica a Universitatii Bucuresti,
paginile 240-241).

Definitie. Fie f: D — R, unde D C R g ¢ un punct de acumulare al
lui D, care apartine lut D. Dacd existd, limita

1o 1) — 1)

T—C Tr—cC

se numeste derivata lui f in c si se noteazd f (c).
Dac# f'(c) este finitd, spunem cd f este derivabild in c.

Lema. Fie f: D — R, unde D C R si ¢ un punct de acumulare al lui
D, care apartine lui D. Daca f este derivabilda in c, atunci f este continud
in c.

Demonstratie. Fie (x,)en un sir de puncte din D, care converge citre c,
cu x, # ¢, pentru orice n € N. Atunci avem

) = L2204 50,
Cum

si

deducem ci

lim f(zn) = f(c),

n—oo

deci f este continud in c. [J

Observatie. Asadar continuitatea este o conditie necesard pentru deriv-
abilitate. Se constatd cu usurintd cd ea nu este si suficientd: de exemplu
se poate considera functia f : R — R, datd de f(x) = |z|, pentru orice
x € R. Considerind combinatii algebrice simple, se poate construi cu usur-
mtd o functie care nu este derivabild intr-un numdr finit de puncte sau chiar
intr-o multime numdrabild de puncte. In 1872, Weierstrass a socat lumea
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matematicd, construind o functie continud in orice punct care nu este deriv-
abild in nici un punct (vezi in acest sens exercitiul 7, de la pagina ..., precum
gt John C. Oxtoby, Measure and Category, Springer-Verlag, 1971, capi-
tolul 11).

Pentru observatiile de mai jos se paote consulta Analiza Matematica,
Vol. I, Editia a V-a, Editura Didactica si Pedagogicd, Bucuresti, Lucrare
elaboratd de un colectiv al catedrei de analizd matematicd a Universitatii
Bucuresti, paginile 250-271. Regulile de calcul privind derivata sumei, pro-
dusului si catului a doud functii, precum si cea privind calculul derivatei unei
functii vor fi prezentate intr-o forma mai generala in sectiunea urmatoare.

Observatie. Dacd f,g: 1 — R, unde I este un interval, sunt derivabile
in punctul xo € I, atunci:
i) functia f + g este derivabild in zo i

(f +9) (x0) = f (o) + g (x0);
i1) functia fg este derivabild in xy §i
(f9) (x0) = [ (z0)g(x0) + f(w0)g (x0);

i11) dacd, in plus, g(xo) # 0, functia 5 este derivabild in xq i

I ) = £ (x0)g(wo) — f(x0)g (o)
b)) FEn

Observatie. Dacd f: 1 — J st g:J — R, unde I gi J sunt intervale,
sunt derivabile in punctul xo € I, respectiv f(x¢) € J, atunci functia g o f
este deriwabild in xo $t

I

(90 f) (x0) = g (f(w0))

I

(0)-

Observatie. Dacd f:1 — J = f(I), unde I gi J sunt intervale, este o
functie strict monotond derivabild in xo € I, cu proprietatea cd [ (xq) # 0,
atunci functia f~': J — I este derivabild in f(xq) gi

Ly 1

301



Observatie. latd derivatele citorva functic uzuale:

!

(") = na"', pentru orice v € R si pentru orice n € N;
(%) = az®", pentru orice x € (0,00) gi pentru orice o € R;
(sinz) = cosz si (cosz) = —sinz, pentru orice x € R;

(a®) = a®Ina, pentru oricex € R si pentru orice a € (0,00);

o1
(Inz) = —, pentru orice x € (0,00);
T

/ 1 m
t = — t ' ER—{=-+kn|keZ};
(tgx) oz, Pentru orice @ {2 + k| }

/ 1
(ctgx) = ———=—, pentru orice v € R — {k7 | k € Z};
sin®
/ 1
arcsinr) = ———, pentru orice x € (—1,1);
/ 1
(arcoszr) = —————, pentru orice x € (—1,1);
V1—2?
, 1
(arctgzr) = Y pentru orice x € R;
x
/ 1
(arcctgr) = L pentru orice x € R.
x

Puncte de extrem local. Teorema lui Fermat

Notiunea de derivatd este instrumentul principal care se foloseste intr-o

problemd practicid de o importanta cruciald, anume stabilirea punctelor de
extrem ale functiilor reale de o variabila reald.

Prezentam in continuare primul pas care contribuie la solutionarea acestei

probleme, anume teorema lui Fermat.

Lema. Fie f : D — R, unde D C R, si ¢ un punct de acumulare al lui

D, care apartine lui D.

a) Dacd



atunci existd § € R, § > 0, astfel incdt pentru orice x € DN (c,c+6), avem

fle) < f(x).
b) Dacda /
f(e) <0,
atunci ezistd § € R, 6 > 0, astfel incdt pentru orice x € DN (c—46,c), avem
fle) < f(x).
Demonstratie.

a) Fie eg € R, €9 > 0 astfel incat

0<e< f,(c).

Atunci existd 6 € R, § > 0, astfel incat pentru orice z € D, astfel ca
0<|z—c|l<d, avem

flx) = fle) v

I f(C) < €p,

de unde pentru orice z € D N (¢, ¢+ §), avem

T —c
Cum pentru orice x € D N (¢,c+ 9), avem x — ¢ > 0, rezultd

/

(f () —eo)(x — ) < f(=z) = f(o),

de unde concluzia.
Demonstratia pentru b) este analoagd. [

Definitie. Fie f: D — R, unde D CR si c€ D.
Punctul ¢ se numegte punct de mazxim local (relativ) al functiei f, dacd
exista 6 > 0, astfel incdt pentru orice x € DN (¢ —d,¢+9), avem

fle) = f(z).

Punctul ¢ se numeste punct de minim local (relativ) al functiei f, dacd
exista 6 > 0 astfel incdt pentru orice x € DN (¢ —d,¢+ ), avem

fle) < flz).
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Punctele de maxim local si cele de minim local se numesc puncte de extrem
local.

Teorema lui Fermat. Fie f : D — R, unde D C R gi ¢ € D este un
punct de mazxim (sau minim) local al functiei f.
Daca f este derivabild in ¢, atunci

/=0

Nota istoricd. Pierre Fermat (1601-1665) a urmat cursurile Univer-
sitatii din Toulouse, dupd care, in 1620, pleaca la Bordeaux unde incepe
primele cercetdri matematice. Studiaza si la Universitatea din Orléans,
de unde primeste o diplom& in Drept. A fost unul dintre matematicienii
de frunte ai vremilor sale (a avut chiar unele controverse cu Descartes).
Rezultatul care l-a facut faimos este celebra teorema care afirma ca ecuatia
" 4+ y" = 2" (cu necunoscutele z, y, z), nu are solutii intregi nenule, pentru
n € N, n > 2. Acest rezultat a fost demonstrat in 1993-1994 de cédtre Andrew
Wiles. Incercirile de a demonstra acest rezultat, care s-au intins pe aproape
300 de ani, au stat la originea algebrei moderne.

Observatie. Conditia ¢ € D este esentiald, asa cum aratd urmatorul
exemplu: f:[0,1] — R, f(z) = z, pentru orice z € [0, 1].

Observatie. Functia f poate avea puncte de extrem in care sd nu fie
derivabild, asa cum aratd urmatorul exemplu: f: R — R, f(x) = |x|, pentru
orice x € R.

Demonstratie. Daca

/

f () >0,

atunci, conform lemei de mai sus, existda 6 € R, § > 0 astfel incat pentru
orice z € DN (c,c+6), avem

fe) < f(x),

ceea ce contrazice faptul cd ¢ € D un punct de maxim local al functiei f.
Daca

/() <0,



atunci, conform lemei de mai sus, existd 6 € R, § > 0 astfel incat pentru
orice z € DN (c—9,c), avem

fle) < f(x),
ceea ce contrazice faptul ca ¢ € D un punct de maxim local al functiei f. [

Teorema lui Rolle, Teorema lui Lagrange, Teorema lui Cauchy
si Teorema lui Darboux

Prezentam in continuare cateva consecinte ale teoremei lui Fermat.

Teorema lui Rolle. Fie a,b € R, a < b gi [ : [a,b] — R, continud
pe [a,b], derivabild pe (a,b) astfel ca f(a) = f(b). Atunci existd un punct
c € (a,b) astfel incat

f (e)=0.

Nota istorica. Michel Rolle (1652-1719), membru al Academiei Franceze,
a contribuit la dezvoltarea Geometriei Analitice si a Analizei Matematice.

Demonstratie. Putem presupune ca

De asemenea, putem presupune cd f nu este identic nula gi cd ia si valori
pozitive.
Existd ¢ € (a,b) astfel incat

f(c) = sup f(z).
c€la,b]

Conform teoremei anterioare

!

fle)=0.0

Observatie. Fie f : I — R, unde I este un interval din R, o functie
derivabild. Atunci:

a) intre doud solutii consecutive ale ecuatiei f(x) =0, se afla cel putin o
solutie a ecuatiei f () = 0.
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b) intre doud solutii consecutive, x1, o, ale ecuatiei f(x) = 0, se afld
cel mult o solutie a ecuatiei f(x) = 0.

Teorema urmatoare, cunoscutd si sub numele de teorema cresterilor fi-
nite, este un instrument extrem de utilizat, care intervine in demonstratia
multor rezultate centrale din cadrul Analizei Matematice (vezi, spre exem-
plu, Teorema de permutare a derivatei cu limita (vezi pagina ), Criteriul
de Diferentiabilitate (vezi pagina ), Teorema lui Schwarz (vezi pagina ),
Formula Leibniz-Newton (vezi pagina ), Teorema de reducere a integralei
Riemann-Stieltjes la integrala Riemann (vezi pagina ), Teorema de deriv-
abilitate in raport cu parametrul pentru integrala Riemann (vezi pagina ),
Teorema privind calculul variatiei totale a unei functii derivabile cu derivata
continud (vezi pagina )).

Teorema lui Lagrange. Fie a,b € R, a <b gi f:[a,b] — R, continua
pe |a,b], derivabild pe (a,b). Atunci existd un punct c € (a,b) astfel incat

Demonstratie. Sa considerdm functia ¢ : [a,b] — R, datd de

pentru orice = € [a, b].

Se constatad cu ugurinta ca ¢ este diferenta dintre f si functia care are ca
grafic segmentul de capete (a, f(a)) si (b, f(b)).

Prin aplicarea teoremei anterioare functiei ¢ se obtine concluzia. [

Nota istorica. Joseph-Louis Lagrange s-a nascut la data de 25 ianuarie
1736 in Torino. El este considerat a fi un matematician francez, desi a fost
botezat cu numele de Giuseppe Lodovico Langragia, parintii sdi fiind origi-
nari din regiunea Torino. Bunicul sdu a fost cdpitan de cavalerie in armata
francezd, dar a parasit Franta pentru a-1 sluji pe Ducele de Savoia. Lagrange
a studiat la Colegiul din Torino, obiectul sdu preferat fiind latina. A fost
atras de matematicd atunci cdnd a citit un articol al lui Halley, privitor la
modul in care este folositd algebra in optica. La finele anului 1754, Lagrange
deja obtinuse rezultate semnificative in teoria calculului variational (adicd
studiul problemelor de tipul urmator: date fiind doud puncte M;(xy,y1) si
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My (s, 1y2), sd se determine o curbd y = f(x), care uneste cele doud puncte,

x2

pentru care valoarea integralei [g(z,y)dz este minim#; de exemplu, s# se
x1

determine o curbi care uneste cele doud puncte, pentru care un obiect su-

pus numai fortei de gravitatie, se deplaseaza pe acesta curbd, intre cele doud
puncte, in cel mai scurt timp). In 1755 a fost numit profesor de matematica la
Scoala Regald de Artilerie din Torino. A trimis rezultatele sale lui Euler, care
a fost impresionat de noile metode elaborate de Lagrange. La propunerea lui
Euler, Lagrange a fost ales, in 1756, membru al Academiei din Berlin. Este,
de asemenea, membru fondator al Academiei Regale de Stiinte din Torino.
In 1766 ii succede lui Euler ca director al sectiei de matematici din cadrul
Academiei din Berlin. A cagtigat in citeva randuri premiul Academiei de
Stiinte din Paris (in anii 1772, impreund cu Euler, pentru studiul problemei
celor trei corpuri, in 1774, pentru studiul miscarii lunii si in 1780 pentru
studiul perturbatiilor orbitelor cometelor, provocate de citre planete). In
perioada petrecuta la Berlin a abordat teme diverse din astronomie, precum
stabilitatea sistemului solar, mecanicd, dinamica, mecanica fluidelor, proba-
bilitdti, teoria numerelor (a demonstrat cd orice numar natural se prezinta ca
suma a patru pitrate perfecte). In 1787 pirdseste Berlinul pentru a deveni
membru al Academiei de Stiinte din Paris. In 1788 apare o carte esentiali,
care-1 are drept autor pe Lagrange, anume ”Mécanique analytique”, carte in
care se priveste mecanica ca un subdomeniu al analizei matematice. A fost
primul profesor de analizi matematici de la Ecole Polytechique (fondati in
1794). A predat, de asemenea, la Ecole Normale (fondats in 1795). A pub-
licat doud volume cu lectiile de Analizd Matematicd sustinute in decursul
carierei sale didactice. A murit la 3 aprilie 1813.

Consecinte. 1. In cadrul teoremei de mai sus, avem:

a) dacd f, (x) =0, pentru orice x € (a,b), atunci f este constantd.

b) daca fl (x) > 0, pentru orice x € (a,b), atunci f este crescatoare.

¢) dacd f/ (x) <0, pentru orice x € (a,b), atunci f este descrescatoare.

2. Teorema lui Lagrange poate fi folosita pentru a obtine diverse aprox-
1Mmart.

De exemplu, pentru a aproxima pe v/105, conform teoremei lui Lagrange,
existd ¢ € (100, 105) astfel ca v/105—+/100 = 2%/5, de unde 557 < V105—10 <

535, adic 10.22 < v/105 < 10.25.
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3. Teorema lui Lagrange poate fi folositd pentru a obtine diverse inegal-
itats.

De exemplu, este cunoscutd inegalitatea lui Bernoulli, anume ca pentru
n € Ngiz € R, astfel ca 14+ 2z > 0, avem (14 )" > 1+ nz. Vom ardta ci
aceastd inegalitate este valabild pentru orice exponent real r > 1. In acest
scop putem considera functia f : (—1,00) — R, datd de f(z) = (1 + z)",
pentru orice x € (—1,00). Aplicind teorema lui Lagrange pe intervalul de
capete x si 0, se obtine inegalitatea de mai sus.

4. Fie f: I — R, unde I este un interval, o functie continud, derivabila
pe I —{xo}, unde xo € I, pentru care existd lim f'(x). Atunci f (xo) existd
Tr—xQ

gi [ (o) = xli_)r;lof'(:c).
O generalizare a teoremei lui Lagrange este data de urméatorul rezultat.

Teorema lui Cauchy. Fie a,b € R, a <b gi f,g: [a,b] — R, continue
pe |a,b], derivabile pe (a,b). Atunci existd un punct ¢ € (a,b) astfel incat

Demonstratie. Pentru g(a) = g(b) concluzia este imediata.
In caz contrar, si considerim functia ¢ : [a,b] — R, datd de

o() = 1) — fla) ~ LT g0y — gay),

pentru orice z € [a, b].
Teorema lui Rolle aplicata acestei functii incheie demonstratia. [J

De o mare utilitate pentru calculul limitelor de functii sunt urméitoarele
doud rezultate care au la baza demonstratiei teorema lui Cauchy (vezi Anal-
iza Matematica, Vol. I, Editia a V-a, Editura Didactica si Pedagogica, Bu-
curesti, Lucrare elaborata de un colectiv al catedrei de analizd matematica
a Universitdtii Bucuresti, paginile 303-317).

Regula lui 'Hospital. Fie a,b € RU {—o0,00}, a < b, I un interval
din R, astfel ca (a,b) C I C [a,b] §i xg € [a,b]. Se considerd doud functii
fy9:1—{x0} — R, cu urmdtoarele proprietati:

a) lim f(z) = lim g(z) =0 (respectiv lim |g(x)| = o0).

T—T0 T—T0 T—T0
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b) f si g sunt derivabile si g (x) # 0, pentru orice x € I — {xo}.
e Tim L@
c) existd leIIzlo ek
Atunci:
i) g(x) # 0, pentru orice x € I —{xo} (respectiv exista V o vecindtate a

lui zo astfel incat g(x) # 0, pentru orice x € INV — {xo}.
i1) exista lim % §i
Tr—T0

@) @)
Pg(@) ey (2)

Nota istoricd. Guillaume Frangois ’Hospital (1661-1704) a fost studen-
tul lui Johann Bernoulli (1667-1748). A fost cel care a tiparit, in 1696, primul
curs de Analizd Matematicd (care cuprindea lectiile primite de la Bernoulli).

Complementar regulii lui 'Hospital este urmitorul rezultat (vezi exer-
citiul 10).

Teorema. Fie I un interval din R, xog € I, i f,g: 1 — R doud functii
astfel ca:
a) f(zo) = g(xo) = 0. ,
b) f si g sunt derivabile in xo $i g (x¢) # 0.
Atunci exista V', o vecindtate a lui xq, astfel incit g(x) # 0, pentru orice
xelnNV —{x}, g
o £@) _ 1 an)
w—aog(x) g (o)

Teorema lui Darboux

Desi derivata unei functii nu este in mod necesar continui, este valabil
urmatorul rezultat (ce se va folosi in cadrul demonstratiei teoremei referitoare
la metoda lui Newton).

Teorema lui Darboux. Fie f: [ — R, unde I este un interval din R,
o functie derivabild. Atunci pentru orice J, interval inclus in I, f'(J) este
interval.

Nota istoricd. Jean Gaston Darbour (1842-1917) a urmat liceele din

Nimes si Montpellier, precum si Ecole Polytechnique si Ecole Normale Supérieure.
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In 1866 obtine titlul de doctor in matematici cu o tez intitulatd Sur les sur-
faces orthogonales. In anul academic 1866-1867 predi la College de France,
jar intre 1867 si 1872 la Liceul Louis le Grand. Intre 1873 gi 1881 predi la
Ecole Normale Supérieure. A fost decanul Facultitii de Stiinte de la Sor-
bona, intre 1889 si 1903. Darboux a adus contributii importante in Geome-
tria Diferentiald si Analiza Matematicid. A fost membru al Royal Society of
London sgi al Académie des Sciences.

Demonstratie. Pentru a,b € J, a < b, s presupunem ci f (a) < f (b).
Pentru A € (f'(a), f' (b)), arbitrar, consideram functia ¢ : I — R, data
de

pentru orice x € I.

Avem
¢ (a) <0
si
' (b) >0
Cum
e ACAL
si
. xXr) — b ’
1}‘1L—f() = (0)>0,

existd ¢, d € (a,b), ¢ < d astfel ca

pla) —pla) _ 0.
T —a
pentru orice = € (a,c), si
plz) — o) 0
r—0b

pentru orice = € (d, b).
Ca atare,

pentru orice = € (a,c) si



pentru orice = € (d, b).
Existd ¢ € (a,b) astfel incat

p(c) = inf p(z).

c€la,b]

Prin urmare, din teorema lui Fermat, gasim ca

!

¢ (c) =0,

adica

ceea ce incheie demonstratia. [
Derivate de ordin superior. Teorema lui Taylor

O generalizare a teoremei lui Lagrange, extrem de utild din punct de
vedere practic, atat pentru calculul limitelor (vezi spre exemplu exercitiul
11), cat si pentru determinarea punctelor de extrem, este datd de Teorema
lui Taylor. Acest rezultat se va folosi de asemenea in cadrul demonstratiei
teoremei referitoare la metoda lui Newton (vezi pagina ), precum si in cadrul
considerentelor premerg#toare Teoremei lui Bernstein (vezi pagina ).

Definitie. Fie f: D C R — R o functie derivabild pe D. Dacd f este
derivabild in ¢ € D, vom nota (f )(c) = f"(c) i vom numi aceastd valoare
a doua derivatd a lui f in c.

Similar se definesc a treia,..., a n-a derivatd a lui f in c, notate fm(c),...,

f(e).

Teorema lui Taylor. Fien € N, a,b € R, a < b, gi f: [a,b] = R o
functie cu wrmdtoarele proprietati: exista f', f, ..., f®V : [a,b] — R si
sunt continue si existd f : (a,b) — R. Atunci, pentru orice «, 3 € [a,b],
existd v intre a g1 3 astfel ca

f(B) = fla)+

Not4d istoricd. Brook Taylor (1685-1731) a urmat cursurile St John’
College Cambridge. In 1712 devine membru al Royal Society. Taylor este cel
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care a descoperit metoda integrarii prin parti precum si teorema de mai sus
(rezultate care sunt continute in cartea Methodus incrementorum directa et
inversa, aparutd in 1715).

Demonstratie. Fie P numarul real definit de relatia

f(e)
1

Ul p— j3)- (st

n

Consideram functia ¢ : [a,b] — R, datd de

o0 = 10~ + 5P o L ot d =S oy Doy,
pentru orice z € [a, b].
Avem, pentru orice = € [a, b],
(n)
oy P=f (z) n—1

de unde, conform teoremei lui Rolle, se deduce concluzia.
(n)
Observatie. Cantitatea fﬂ—f”(ﬁ — )" se noteazd cu R, i se numeste

restul sub forma lui Lagrange. Acest rest se poate prezenta si in alte forme.
Mentionam aici doar forma lui Cauchy, anume, ezistd 6 € (0,1) astfel ca

o1 /(1= 0)a + 05)
(n—1)!

R,=(1-06) (B —a)".

Metoda lui Newton

Pe langa problema determindarii punctelor de extrem, o altd problem&
practicd in care notiunea de derivatd isi dovedeste eficienta este aceea a "re-
zolvarii aproximative" a ecuatiilor.

Atunci cind ecuatia f(z) = 0 nu se poate rezolva "exact" se apeleazi
la tehnici de aproximare a solutiilor. Una dintre aceste tehnici este metoda
lui Newton (sau mai exact metoda lui Newton-Raphson). Metoda are la
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baza ideea aproximadrii graficului lui f cu tangenta lui f in apropierea unei
solutii a ecuatiei f(x) = 0. Mai precis se procedeazi astfel: se foloseste
tangenta pentru a se aproxima graficul lui f in jurul punctului (z,, f(z,)) de

pe graficul lui f, unde f(x,) este "mic" si fl () # 0; se determind punctul
Tny1 in care tangenta la graficul lui f in (z,, f(z,)) intersecteazd axa O,

i.e. se rezolvi sistemul dat de ecuatiile y = 0 si y = f(x,) + f (z,)(x — x,)
si se obtine

Tnt1 = Tp —

f(xn),
fJ(xn)’

se continud procedeul inlocuind punctul (z,,, f(z,)) cu punctul (z,,41, f(Tns1)).

Exemple.
Fie f : R — R, data de

pentru orice x € R.

Cum f este continud si f(1)f(2) < 0, deducem ci ecuatia f(z) = 0 are
o solutie intre 1 si 2. Se porneste cu punctul (zo, f(zo)), unde zo = 1. Tatd
calculele:

TR W RO S

Tn

1
1,5

1, 347826087
1, 325200399
1,324718174
1,324717957

f(l‘):l‘g—.fl}—l,

f(zn)

—1

0,875

0, 100682174
0, 002058363
0, 000000925
—5x 10710

[ (zn)

2

5,75
4,449905482
4, 268468293
4,264634722
4,264632997

Un alt exemplu: Fie f: R — R, data de

f(I):CC2—2,

pentru orice x € R.
Cum f este continud si f(1)f(2) < 0, deducem c4 ecuatia f(z) = 0 are
o solutie intre 1 gi 2. Se porneste cu punctul (xg, f(x)), unde zo = 1. Se

obtine

Tnt41 = Tp —

2
x5 —2

22,

Y

313

Tnt1 = Tp —
1,5

1,347826087
1, 325200399
1,324718174
1,324717957
1,324717957

f(xn)

fl (In)



de unde
Ty, + 1
Tpel = — + —
+1 5 .

Tatd calculele:

Eroarea Numarul de cifre corecte
z9 =1 —0,41421 1
r1=1,5 0,08579 1
To = 1,41667 0,00245 3
r3 = 1,41422 0,00001 5

Metoda lui Newton este folositd de cele mai multe dintre calculatoare
pentru a calcula solutiile unor ecuatii, deoarece convergenta ei este rapida.

Observatie. Metoda lui Newton nu converge intotdeauna. Spre exemplu,
pentru f: R — R, datd de

B r—7r, pentrux >r
fla)=1{_ r—x, pentruz <r

dacd alegem xo = r—h, obtinem x1; = r+h, iar apoi termenii sirului (T,)nen
oscileazd intre aceste doud valori.

Observatie. Dacd metoda lui Newton converge, atunci ea converge cdtre
o solutie a ecuatiei f(x) = 0. Dacd xo nu este insd suficient de aproape de
solutia care se urmdreste a fi aproximatd, este posibil ca metoda lui Newton
sd conveargd cdtre o altd solutie a ecuatiei f(x) = 0.

Observatie. Se poate ardta cd dacd inegalitatea

<1

‘f (2)f" (2)
(f (2))?

este validda pe un interval care are drept punct interior o solutie a ecuatier
f(z) = 0, atunci metoda lui Newton converge cdtre aceea solutie. Aceastd
conditie este suficientd dar nu si necesard.

Tata un alt rezultat pozitiv privind metoda lui Newton. El este, in esent4,
datorat lui Joseph Fourier gi lui J. Raymond Mouraille.
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Nota istorica. Isaac Newton, fiul unui fermier bogat dar complet needu-
cat, s-a nascut in 1643, la Lincolnshire, Anglia. Frecventeaza Free Grammar
School din Gratham. Din 1661 frecventeaza cursurile de la Trinity College,
Cambridge. Interesul lui Newton pentru matematicd este starnit in 1663,
an in care, cumpdrand o carte de astronomie, nu o poate intelege datoritd
slabei pregatiri matematice. Datoritd unei epidemii, in 1665, se intoarce la
Lincolnshire, unde, intr-o perioadd de doi ani pune bazele noilor sale idei din
matematics, fizics, optic# si astronomie. In 1669 i se ofers postul de Lucasian
Profesor, ldsat liber de citre Barrow. A stabilit c&, in contradictie cu ceea
ce se credea pind atunci, lumina nu este formata dintr-o singura entitate de
baza, ci este un mixaj de diverse tipuri de raze. Publicd aceste concluzii,
in 1672, in ”Philosophical Transactions of the Royal Society”. In 1687 scrie
”Philosophiae naturalis principia mathematica”, recunoscuté ca fiind cea mai
importantd carte stiintificd scrisd vreodatd si care-l1 propulseazd in postura
de lider international in cercetarea stiintifici. In 1701 preia o functie guver-
namentald la Londra. Regina Anne ii acordd in 1705 titlul de Sir. A murit
in 1727.

Propozitie. Fie I un interval al dreptei reale, a,b € I, a <b, si f:1 —
R astfel incat:
i)
fla)f(b) <0
f@)#0g f (x) #0,
pentru orice x € [a,b].
iii) existd xy € [a,b] astfel incat

f(@o) f"(20) > 0.

Fie sirul (z,)nen dat de

xn—i—l =Tn — f,<.fl: )7
n

pentru orice n € N.
Atunci exista | € (a,b) astfel incat

limz, =1

n—oo
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0
f(l)=0.
Demonstratie. Cum f are proprietatea lui Darboux, existd [ € (a, b) astfel
incat f(1) = 0.

Deoarece f si f au proprietatea lui Darboux ele pastreaza semn constant

pe [a, b].
Putem presupune, farad pierderea generalitatii, ca
f(@)>0
si
f (x) >0,

pentru orice = € [a, b].
Asgadar f este strict crescitoare.

Fie zy € (1,0].
Atunci
Tp >,
pentru orice n € N.
Intr-adevar, pentru n € N, fie
P(n): x, >l

Evident, P(1) este adevirata.

Presupunand cd P(n) este adeviratd, vom ardta cad P(n + 1) este ade-
varata.

Intr-adevir, conform teoremei lui Taylor, existd ¢ € (I, x,) astfel incat

F0) = S+ 1 )2+ 20—y,
de unde ,
flzn) + f (x)(1 = 2,) <0,

i.e.

|-z, < —f,(xn),

[ (zn)
adicd
< =
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deci P(n + 1) este adevarata.
Prin urmare, conform metodei inductiei matematice,

Tp >,

pentru orice n € N.
Vom arita cd sirul (z,),en este descrescator.
Deoarece f este strict crescdtoare, avem

f(zn) > f(1) =0,

deci
f(xn) <0
f,(xn) ,
de unde F)
LTy — f/ (ZZ) = Tpt1 < Tp

pentru orice n € N.

Sirul (z,)nen fiind descrescétor si marginit (avem x,, € [a, b], pentru orice
n € N), este convergent.

Fie a € [a, D] astfel incat

lim z,, = a.

n—oo

Prin trecere la limitd in relatia de definire a girului (z,)nen, obtinem:

: o - f(@n)
limz,,; = limx, — lim = ,

!
i.e., avand in vedere continuitatea lui f si f,

de unde
fl@) = 0.
Cum f(I) = 0 si f este injectivd (fiind strict crescdtoare), deducem ci
l=o.
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Deci
limz, =1

si )
f(l) =0.

Permutarea limitei cu derivata

Fie (f,)nen un sir de functii, unde, pentru orice n € N, f,, : [ — R, [ fiind
un interval din R. Este usor de gasit un sir de functii care sunt derivabile
in orice punct si astfel ca limita sirului s& nu fie derivabild intr-un punct.
Mai mult, existd un sir de functii, care sunt derivabile in orice punct, si
care converge uniform cétre o functie continud, ce nu este derivabila in nici
un punct. Prin urmare, in general, nu este posibil si considerdm derivata
limitei unui sir convergent de functii derivabile, chiar dacd avem convergenta
uniformad. Vom ardta, in cele ce urmeaza, ca, dacd girul derivatelor este
uniform convergent, atunci situatia este favorabild relativ la problema de
mai sus. Mai precis avem urmatoarea:

Teorema. Fie (fn)nen un gir de functii, unde, pentru orice n € N,
fo I — R, I fiind un interval marginit din R. Sda presupunem cd existd
xo € I astfel incat sirul (f,(xo))nen converge, cd, pentru orice n € N, f,
este derivabild si cd sirul (f,)nen converge uniform, pe I, cdtre o functie
g: I —R.

Atunci girul (fp)nen converge uniform, pe I, cdatre o functie derivabild
f I — R gi, mai mult, ,

f=g9
adicd
(lim fo(z)) = lim f, ().

Demonstratie. Sa presupunem ca extremitatile lui [ sunt a si b, cu a < b.

Sa consideram un element arbitrar z € I.

Pentru m,n € N, conform teoremei lui Lagrange, existd y (depinzand de
m i n) intre = §i xo, astfel ca

Sim(@) = ful) = fm(20) = ful@0) + (2 = 20)(fr(y) = [o(¥)-

Ca atare

Y

[ = full  |ful0) = fulao)| + (b= a) || £, = £
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deci sirul (f,,)nen converge uniform, pe I, cédtre o functie continug f : I — R.

Fie c € I.
Conform teoremei lui Lagrange, existd z (depinzand de m gi n) intre z si

¢, astfel ca

Jim(@) = fu(x) = fm(c) = fulc) + (2 = &) (fm(2) = [u(2))-

/

In consecintd, pentru x € I, x # ¢, avem

fm () = fm(c) _ fu(x) = fulc)

r—cC

<=1 (*)

Tr —cC

. / . .
Deoarece girul (f,,)nen converge uniform, pe I, pentru orice € € R, € > 0,
exista n. € N, astfel ca pentru orice m,n € N, m,n > n. si avem

| £ 1.

<e,

deci, trecand la limitd, in (), dupd m, obtinem

f@) = f(e)  falx) = fulc)

Tr —cC

<e,

Tr —cC

pentru orice n € N, m,n > n..
Deoarece lim f,(c) = g(c), existd m. € N, astfel ca pentru orice n € N,
n—oo

n > m, s avem

Fie
k. = max{n., m.}.

Deoarece fi_ este derivabild in ¢, existd 0 (depinzand de k., deci de ¢),

astfel ca Fo () — fo(0)
ke Tr) — ke C /
- <
I —c fke(c) €,
pentru orice z astfel ca 0 < |z — ¢| < 0.
Prin urmare
f(‘r)_f(c)_g(c) <3€7

xr—c
ceea ce aratd ca f este derivabild in ¢ si c&

f(e)=g(c). O
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Exercitii

1. Daca f : (a,b) — R, unde a,b € R, are proprietatea ci pentru orice
a < x1 < X9 < a3 < b, avem 0 < f((i?z) Ifl()zl) < f(éz)__zc()?), atunci f este
constanta.

2. Fie f : (a,b) — R o functie derivabild in ¢, unde ¢ € (a,b). S4 se arate
cd dacd (Tn)nen $i (Yn)nen sunt doud siruri de elemente din (a,b), primul

crescitor, iar cel de al doilea descrescator, ambele tinzind cétre ¢, atunci
lim L0m)=fe) — g7,

n—oo Yn—Tn

3. S4 se construiasca o functie derivabila, f : R — R, a carei derivatd nu
este continua.

4. Fie functia, f : R — R, datd de f(z) = aysinx + agsin2z + ... +
a, sinnx, pentru orice x € R, unde ay, as, ..., a, € R, iar n € N. Daca
|f(z)| < |sinx|, pentru orice x € R, s se arate ci |a; + 2as + ... + na,| < 1.

5. Si se determine punctele de extrem local ale functiei, f : R — R, data

-z, <0

def(x)—{ 1.267:1:, r>0"

6. Fie f : R — R o functie indefinit derivabild (i.e. existd, pentru orice
n €N, f). Si se arate c, dacd, pentru un ng € N , avem f(1) = f(0) =
f0) = f(0) = .. = f™0) = 0, atunci existd = € (0,1), astfel incat
f(n+1)(l.) =0.

7. Daca f : I — R, unde [ este un interval méarginit din R, este derivabila
si nemirginitd, atunci f este nemarginit.

8. Fie f : [0,00) — R o functie derivabild, pentru care existd M > 0

astfel incat ’f, (x) — f, (y)’ < M |z — y|, pentru orice z,y € [0,00). S& se
arate cd, dac hm (f(:U + 1) — f(z)) = 0, pentru orice n € N, atunci exist#
> 0 astfel 1ncat|f( ) — f(y)| < plz — y|, pentru orice z,y € [0,00).

9. 5S4 se studieze posibilitatea aplicarii regulii lui I’'Hospital fractiei %

pentru z tinzind la 0, unde f : R — {0} — R este datd de f(z) = 2?sin 2,
pentru orice z € R — {0} si g : R — R este datd de g(z) = sin x, pentru orice

r eR. 2
10. S4 se calculeze hmf(z dacd f,g: R — R, f(z) = { %7 i;% N
g(x) = sinz, pentru orice x € R.

sin z—arctx
11. S& se calculeze hmi2 (i)

12. Existd f : R — ]R, derivabild de doui ori astfel ca f > 0si f* < 0?
13. S& se studieze convergenta simpld si uniforma a sirurilor (f,,)nen si

folosind formula lui Taylor.
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(f )nen, unde, pentru orice n € N, f,, : [0,7] — R, este dat#, pentru orice
v € [0,7], de f,(v) = <=

14. Si se studieze convergenta simplid si uniforma a sirurilor (f,)nen si

(f. )nen, unde, pentru orice n € N, f, : R — R, este dat#, pentru orice z € R,
tg
de fn<x) — (IT'Cn nx'

REZUMAT

Fie f : D — R, unde D C R si ¢ un punct de acumulare al lui
D, care apartine lui D. Daca exista, limita lim £&=/9) (72 1) ge numeste

derivata lui f in c si se noteazi f'(c). Spunem in acest caz ci f este
derivabili in c.

Fie f: D — R, unde D C R si ¢ € D. Punctul ¢ se numeste punct
de maxim local (relativ) al functiei f, daci existad § > 0, astfel incat
pentru orice x € DN (¢ —J,c+6), avem f(c) > f(x). Punctul ¢ se
numeste punct de minim local (relativ) al functiei f, daci existd
d > 0 astfel incat pentru orice z € DN (c—6,c+6), avem f(c) < f(x).
Punctele de maxim local si cele de minim local se numesc puncte
de extrem local. .

Fie f: D — R, unde D C R si ¢ € D este un punct de maxim
(sau minim) local al functiei f. Daca f este derivabili in ¢, atunci
f (¢) =0.

Fie a,b € R, a < b si [ : [a,b] — R, continud pe [a,b], derivabild
pe (a,b) astfel ca f(a) = f(b). Atunci existd un punct c € (a,b) astfel
incat f/ (c) = 0.

Fie a,b e R, a < bsi f : [a,b] — R, continud pe [a, b], derivabild pe
(a,b). Atunci existd un punct ¢ € (a,b) astfel incat £ (b) f (@) — f,(c).

In cadrul teoremei de mai sus, avem: a) daci f ( ) = 0, pentru
orice = € (a,b), atunci f este constantd; b) daca f, () > 0, pentru
orice x € (a,b), atunci f este crescitoare; c) dacid f/ (x) <0, pentru
orice = € (a,b), atunci f este descrescitoare.

Fiea,beR,a <bsi f,g: [a,b] — R, continue pe [a, b], derivabile pe
(a,b). Atunci existd un punct c € (a,b) astfel incat (f(b) — f(a))g,(c) =

(g(b) — g(a)f (c)-
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Fie f : I — R, unde [ este un interval din R, o functie derivabila.
Atunci pentru orice J, interval inclus in I, f'(.J) este interval.

Fie f : D C R — R o functie derivabili pe D. Daci f este
derivabild in ¢ € D, vom nota (f')(c) = f (c) si vom numi aceasts
valoare a doua derivatd a lui f in ¢. Similar se definesc a treia,...,

a n-a derivati a lui f in ¢, notate f" (¢),..., f™(c).
Fiene N, a,b e R, a<b, si f:]a,b — R o functie cu urmaitoarele
proprietiti: existd f, f, ..., f™V : [a,b] — R si sunt continue si

existd f™ : (a,b) — R. Atunci, pentru orice o, 3 € [a,b], existd v
intre « si [ astfel ca

Cantitatea fﬂ—f”(ﬁ — a)" se noteazi cu R, si se numeste restul sub
forma lui Lagrange. Acest rest se poate prezenta si in alte forme,
ca de exmplu in forma lui Cauchy, anume, exista 6 € (0,1) astfel ca

R, = (1— ) F™ ((1-0)a+68) (B —a)".

(n—=1)!

Fie [ un interval al dreptei reale, a,b € I, a < b, si f: ] — R
astfel incat: i) f(a)f(b) < 05 ii) fl (x) # 0 si fH (x) # 0, pentru orice
x € [a,bl; iii) existd zy € [a,b] astfel incat f(xg)f"(zo) > 0. Fie sirul
(Tn)nen dat de x,1 = x,, — J{,(("’;’;)), pentru orice n € N. Atunci exista
[ € (a,b) astfel incat lim z,, =1 si f(l)=0.

Fie f : I — R, undne .C;O este un interval din R, o functie derivabila.
Atunci: a) intre doud solutii consecutive ale ecuatiei f(z) = 0, se
afli cel putin o solutie a ecuatiei f'(z) = 0; b) intre doui solutii
consecutive, z, z,, ale ecuatiei f (z) = 0, se afli cel mult o solutie
a ecuatiei f(z) =0.

Fie a,b € RU {—o00,0}, a < b, I un interval din R, astfel ca
(a,b) € I C a,b] si zo € [a,b]. Se considerd doud functii f,g : [ —
{0} — R, cu urmétoarele proprietiti: a) lim f(z) = limg(z) = 0

T—xo T—T0

(respectiv lim |g(z)] = o0); b) f si g sunt derivabile si ¢ (z) # 0,
T—TQ

pentru orice x € I — {z9}; c) existd lim g,éx;. Atunci: i) g(z) # 0,
rz—x99 T

pentru orice v € [ — {zy} (respectiv existd V' o vecinitate a lui z

f(x)

astfel incat g(x) # 0, pentru orice x € I NV — {xp}; ii) existd lim &
T—T0
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si lim £ = 1im £,

T—xT0 r—x0 9 (=)

Fie [ un interval din R, zy € I, si f,g: I — R doua functii astfel
ca: a) f(wg) = g(wo) = 0; b) f si g sunt derivabile in z( si g (20) # 0.
Atunci existd V, o vecinitate a lui z(, astfel incat g(z) # 0, pentru

f@) _ f(zo)
g(z) g (z0) *

Fie (f,)nen un sir de functii, unde, pentru oricen € N, f, : I — R,
I fiind un interval marginit din R. Sa presupunem ci exista xg € [
astfel incat sirul (f,(xo)),en converge, cd, pentru orice n € N, f,
este derivabild si cd sirul ( f;)neN converge uniform, pe [/, catre o
functie g : I — R. Atunci sirul (f,),eny converge uniform, pe I,
ciatre o functie derivabild f : ] — R si, mai mult, f = ¢, adici
(lim f,(x))’ = lim f,(z).

orice x € INV — {xo}, si lim
Tr—T0
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DERIVATA IN R"

Derivata dupa o directie
Diferentiabilitate. Matricea Jacobi. Jacobianul
Continuitatea derivatelor partiale asigura diferentiabilitatea
Operatii cu functii diferentiabile
Teorema lui Lagrange-cazul multidimensional
Derivate partiale de ordin superior. Schimbarea ordinii de
derivare
Diferentiale de ordin superior. Teorema lui Taylor-cazul
multidimensional

Derivata dupa o directie

In cursul precedent am considerat derivata unei functii care are dome-
niul si codomeniul din R si am constatat cd aceasta constituie instrumentul
adecvat pentru a determina punctele de extrem local ale functiei. Deoarece
determinarea punctelor de extrem constituie o problema centrald in multe
ramuri ale stiintei si pentru cd in modelarea fenomenelor naturale apar, de
obicei, functii de mai multe variabile, vom incerca s& construim un instru-
ment asemanator adecvat acestui caz, care s serveasca aceluiasi scop.

Definitie. Fie f : D — R, unde D C R i ¢ un punct de acumulare

al lut D care apartine lui D. Daca existd, limita lim%_f(c) se numeste

derivata lui f in c §i se noteazd f'(c). Dacd f'(c) este finitd, spunem cd f
este derivabild in c.

Definitia de mai sus este valabild si in cazul in care f : D — RY cu
modificarea ci, in acest caz, f,(c) € R?. Acest fapt este demn de remarcat,
cici o functie f : I — R, unde I este un interval din R, este o curba din
RY, iar derivata sa in ¢, cind existd, genereazd un vector tangent la curba in
punctul f(c). Altfel, dacd gandim pe z ca fiind timpul, functia f furnizeaza
traiectoria unui punct din RY, iar derivata sa in ¢, cind existd, reprezinta
viteza punctului la momentul c.

O privire atenta asupra definitiei anterioare arata ca unicul loc in care se
foloseste faptul ca functia consideratd are domeniul din R, este atunci cand
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se considerd citul % Aceastd expresie nu mai are semnificatie pentru
o functie cu domeniu din RY.
O cale de a ataca problema ridicatd mai sus este de a ”tdia” domeniul

functiei cu drepte ce trec prin ¢. Mai precis:

Definitie. Fie f: D — R?, unde D C RP, i ¢ un punct interior al lui
D, iar u € RP. Un vector L, € R%, se numeste derivata lui f, in punctul

¢, dupd vectorul u (sau dupd directia u, dacd ||u| = 1), dacd exista limita
hmf(c—l—tu)—f(c) §Z
t—0 t
) c+tu) — flc
e =@
t—0 t
Observatie. L,, dacd ezistd, este unic gi se noteazd f,(c) sau j—fi(c).

Notam cu f, sau cu % functia rezultantd, care are valori in R? i domeniul

constdand din acele puncte din D, in care existd limita 1ir%f(c+t+)_f(c).

Observatie. Fie f: D — R, unde D C RP gi ¢ un punct interior al
lui D. Fie, pentru orice i € {1,2,....,p}, ¢; = (0,0,...,0,1,0,...,0), unde 1
este pe pozitia i. Atunci, dacd existd, f.,(c) ot %(c), respectiv fe, ot %,
se numesc deriwata partiald a lui f in c, in mportlcu variabila x;, respect%v

derivata partiald o lui [ in raport cu variabila x;.
Diferentiabilitate. Matricea Jacobi. Jacobianul

Este posibil ca o functie care are derivatd intr-un punct dup& orice di-
rectie, si nu fie continud in acel punct. De asemenea, este posibil ca o functie
sd aibd, intr-un punct, derivata dupad o anumita directie, dar sa nu aib4d, in
acelagi punct, derivatd dupa o altd directie. Toate aceste lucruri aratd ca
definitia de mai sus, desi marcheazi un progres in cdutarile noastre, nu este
instrumentul dorit.

Pentru a rezolva problema trebuie si privim definitia functiei derivabile
din cazul 1-dimensional intr-un alt mod.

Mai precis, avem:

Propozitie. Fief:U:(OJQR—ﬂR&'CGU.

Atunci urmdtoarele afirmatii sunt echivalente:
a) f este derivabild in c.
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b) ezistd o aplicatie liniard L : R — R (i.e. L(ax+fy) = aL(x)+LL(y),
pentru orice o, 5, z,y € R) astfel ca

i @) = £ = La— o)

z—e |z — ¢

=0.

Aceastd noud abordare ne conduce la urmatoarea:

Definitie. Fie f: D CRP — RY gt ¢ € D. Spunem ca f este diferenti-
abild (sau derivabild) in ¢ dacd existd o aplicatie liniara L : RP — R? (i.e.
L(ax + By) = aL(z) + BL(y), pentru orice o, € R, x,y € RP) astfel ca

o L@ = ()~ Lz =)

we [ = c]

=0.

Observatie. L, dacd existd, este unicd si se noteazd cu Df(c) sau f'(c)
g1 se numegte diferentiala (sau derivata) lui f in punctul c.

Propozitia urmétoare aratid ca o functie diferentiabild intr-un punct este
continud in acel punct.

Propozitie. Fie f: D CRP — R? gt ¢ € D. Daca [ este diferentiabild
in ¢, atunci existd 6, K € R, 0, K > 0, astfel incit avem

1f () = fe)ll < Kle—cfl,

pentru orice x € D, cu proprietatea cd ||z — || < 0.
In particular, f este continud in c.
Demonstratie. Conform ipotezei, existd o aplicatie liniara L : R — RY

astfel ca
@) = f(0) = L~ o)

=—e l = <]

=0,

deci existd 6 € R, 6 > 0, astfel incat, pentru orice x € D, cu proprietatea cd
|z — || < ¢, avem

1f(z) = fle) = Lz = o)l < [lz — <],

de unde, utilizadnd inegalitatea triunghiului,
1/ (@) = fl)| < [[L(z = o)l + [lo — |-
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Conform propozitiei de la pagina 227, existda M € R, M > 0, astfel ca
[L(z — o)l < M ||z — ],

pentru orice z € RP.
Prin urmare

1f(z) = F < (M +1) [z =<,

pentru orice z € D, cu proprietatea c& ||z — ¢|| < d. O

Exemple
1. Pentru p = g = 1, functia f este diferentiabild in ¢ dacd si numai daca
f este derivabild in ¢ i Df(c) : R — R este datd de

pentru orice u € R.

2. Pentru p = 1, ¢ > 1, functia f are componentele fi, fa, ..., f;, deci
f = (f1, f2y .., fy). Atunci f este diferentiabild in ¢ dacd si numai daci
fi, fa, ..., fq sunt diferentiabile in ¢ si Df(c) : R — R? este datd de

Df(e)(u) = (f1()u, fo()u, ooy fo(e)u) = u(f1(0), fo(e), s f(€)),

pentru orice u € R.

3. Pentru p > 1, ¢ = 1, daca f este diferentiabild in ¢, atunci, pentru
orice i € {1,2,...,p}, existd %(c). Existenta tuturor derivatelor partiale in
¢, nu este, in general, o Condipfe suficienta pentru diferentiabilitatea functiei
fin c.

Df(c) : RP — R este datd de

DI (), ty) = 5 s+ 5Oy
p

pentru orice (ug, ug, ..., u,) € RP.

Observatie. Orice functie liniard f : RP — RY este diferentiabilitatea in
orice c € RP g1 Df(c) = f.

In particular, aplicatiile pr; : R? — R, date de pry(u,ug, ..., up) = u;,
pentru orice (uq, ug, ..., upy) € RP i orice i € {1,2,...., p}, sunt liniare, deci, in
orice ¢ € RP, avem

Dpri(c) = pri,
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fapt care justificd notatia

pr; = dx;.
Atunci, cu aceste notatii, avem

of

Df(c)(uy,uz, ..., up) = 8931( c)uy + .. +(9_93p( c)u, =
d 0
= a_f(C)PTl(Uh Ug, oy Up) + o+ 6’7]0(C)p'r’][,(ul,uQ7 ey Up) =
P
0 0
351( )dwy(uy, ug, ..., up) + ... + %(c)d:np(ul,uz, ey Up)s
p

pentru orice (uy, ug, ..., u,) € RP (avem mai sus o egalitate de numere reale),
adicd

0
Df(e) = (i + .+ 5 Zaxz

care este o egalitate de aplicatii liniare din R? in R.

5. Pentru p,q > 1si f = (fi, fo,.., fy) : D € RP — R% dacd f este
diferentiabild in ¢, atunci, pentru orice i € {1,2, ..., p}, existad %(c).

Mai mult, Df(c) : R? — RY este datd de Z

8 1 a 1 a q q
aj;( )u1+...+a—i;(c)up,... O (yuy+. +a—£p( o)

Df(e)(uy, uz, ..., up) = ( " 011

pentru orice (uq, ug, ..., u,) € RP.
Matricea asociata acestei aplicatii liniare, pentru perechea de baze canon-
ice, este

g—ﬁ(c) g—g(c) g—%;(c)
(RO 3@ . EO)
Bae) Ya(e) .. Ya(e)

Aceastd matrice se numeste matricea Jacobi a lui f in ¢ si se notezad J¢(c).
Cand p = ¢, determinantul acestei matrici poartd numele de Jacobianul

lui f in c si se noteaza
det Js(c)

Sau

O((f1, for -, fo))

8((931, T2y .uny $p)) |I:C )
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Teorema. Fie f: D CRP - R? gi c € D. Dacd f este diferentiabild in
¢, atunci existd %(0) §i

pentru orice u € RP.
Continuitatea derivatelor partiale asigura diferentiabilitatea

Am vizut ci diferentiabilitatea unei functii intr-un punct implicd exis-
tenta tuturor derivatelor partiale in acel punct, deci existenta derivatelor
partiale intr-un punct este o conditie necesard pentru diferentiabilitatea in
acel punct. Ea nu este si o conditie suficientd, asa cum aratd urmétorul
exemplu: f: R? — R2, datid de

_ ¢ 0 (x,9)=1(0,0)
f($,y) - { x;]fy?’ (l’,y) 7& (0’0) .

Desi existenta derivatelor partiale intr-un punct nu este o conditie sufi-
cientd pentru diferentiabilitatea in acel punct, continuitatea acestor derivate
partiale constituie o conditie suficienta.

Mai precis avem:

Teoremi (Criteriu de diferentiabilitate). Fie f: D C RP — RY gi

c € D. Daca exista V o vecindtate a lui ¢ pe care existd toate derivatele
partiale i acestea sunt continue in c, atunci f este diferentiabild in c.
Demonstratie. Este suficient s considerad cazul ¢ = 1.
Pentru orice ¢ € R, ¢ > 0, fie . € R, §. > 0, astfel ca pentru orice
Jj€41,2,...,p} siorice y € D, astfel ca ||y — ¢|| < d., avem

< E.
Ha% a%()H )
Daca

r = (z1,...,7p)

sl
c=(c1,...,¢)

considerdm vectorii
Ug = T,
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Uy = (Cl,$2, ...,$p),

U9 = (Cl, Coy, T3, ..., l‘p),

upfl = (C17 C2,C3, ..., Cpflv xp)?

Atunci )
f(x) = f(c) = Z(f(ujfl) — f(u)).

Aplicand teorema lui Lagrange celui de al j-lea termen din suma prece-
dentd, exista &;, apartinand segmentului de capete u; 1 si u;, astfel ca

Flun) — Fluy) = 5—;‘;@@ —¢)).

Prin urmare avem

F()— £(e) - zg—;‘j@m —e) =Yy - cj><§—£<sj> - g—;“j@».

f(z) = fle) - Za—xj(c)(fﬂj —¢j)

p
<Yz —gle <z —clley/p.
j=1

Prin urmare, am ardtat ci f este diferentiabild in c gi cd Df(c) : R? — R
este data de

0
Df(c)(z1, 22, ..., 2p) = a—gi(c)zl + ...+ a—xp(c)zp,

pentru orice (21, 22, ..., 2,) € RP. [
Operatii cu functii diferentiabile

Rezultatele din aceastd sectiune descriu comportamentul clasei functiilor
diferentiabile la operatii algebrice.
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Propozitie. Fie f,g: D CRP - R, o : D CRP - R, c € D gi
a, B eR.

a) Daca f si g sunt diferentiabile in ¢, atunci h = af + Bg este difer-
entiabild in ¢ s

Dh(c) = aDf(c) + BDg(c).

b) Dacd f gi g sunt diferentiabile in ¢, atunci k = f - g este diferentiabild

n c st
Dk(c)(u) = D f(c)(u)g(c) + f(e)Dg(c)(u),

pentru orice u € RP.

¢) Dacd ¢ este diferentiabild in c, atunci ¢f este diferentiabild in c gi

D(pf)(c)(u) = De(c)(u) f(c) + () D f(c)(u),

pentru orice u € RP.

Teoremai (de diferentiabilitate a functiilor compuse). Fie f: D C

RP - D CRY, ceDgig:D CRI— R astfel ca f(c) € D'.

Daca f este diferentiabild in c, iar g diferentiabild in f(c) ot b, atunci
not

gof =h:DCRP—R" este diferentiabild in c si
Dh(c) = D(g o f)(¢) = Dg(b) o Df(c).
Demonstratie. Conform ipotezei, existd o aplicatie liniard D f(c) : R? —

RY astfel ca
1o J@) = J(€) = Dfe)( =)

e lz = <]

=0,

deci pentru orice € € R, ¢ > 0, exista 6. 5 € R, 0. 5 > 0, astfel incat, pentru
orice x € D, cu proprietatea ci ||z — ¢|| < d. ¢, avem

1 (x) = f(e) = Df(e)(z — )| <ellz =,
si existd o aplicatie liniard Dg(b) : R? — R" astfel ca

limg(y) —g(b) — Dg(b)(y — b)
b |z — b

=0,

deci pentru orice € € R, € > 0, existd d. 4, € R, 6., > 0, astfel incat, pentru
orice y € D', cu proprietatea ci ||y — b|| < d. 4, avem

l9(y) — g(b) — Dg(b)(y — b)|| < elly — b .
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Conform propozitiei de la pagina , exista v, K € R, v, K > 0, astfel ca
pentru x € D cu proprietatea ||z — c|| < 7 s& avem

1f () = )] < Kflz—cll.

De asemenea, aga cum ne asigurd propozitia de la pagina 227, exista
M € R astfel ca, pentru orice u € R?, si avem

[Dg()(w)[| < M [[uf -
Ca atare, pentru x € D, cu ||z — ¢|| < min{~, 657'9}, avem

1 () = F(e)]] < deg,

deci

lg(f () = g(f(c)) = Dg(b)(f(x) = f(e))]] <
<ellf(z) = floll < Kellz =l ()
Dacd, in plus, ||z — ¢|| < 0. r, atunci
[1Dg(b)(f(x) = f(c) = Df(c)(x = o))l <
< M||f(z) = f(c) = Df(c)(x = c)|| < Me|lz — . (**)

Prin urmare, pentru x € D, cu ||z —¢|| < min{%és?g,&a,f}, din (x) si
(*x), avem

lg(f(z)) = g(f(c)) = (Dg(b) o Df(c))(z — )| < (K + M)e |z — ],
ceea ce incheie demonstratia. [

Observatie. Considerente de algebrd liniard ne asigurd cd in conditiile
teoremei de mai sus, avem:

adicd

Altfel scris,

(c) —<> — ¢)
(5EE) 3RO - F20) ) _
Qo (c) Lo(c) .. G(c)



9oy Gorpy ..o Gmp)  Zh(e) Z(e) .. 2hy(g)

oY1 Oy2 0yq oz Oza ox
:<g—§ﬁ(b) gzz(b) g—Zi(b)).(g—fj(c) g—ﬁ(c) g—xi(c)):
de() Q) . ey 2i() Ya(o) .. Pi(o)
W) LB(f()) . L(f0)  L(e) () . (o)
(B B - B S0 @ . s
% () L(f(@) . L(f0) L) L) .. ()
de unde
ahz (9 3gz afl
8scj<)_ 81:] Zayl 8% (©);
adicd oh 8( f)
i goJ)i
&cj (C) = 8—93]-(6) =
— SR G )+ G T + ot GRS

pentru orice 1 € {1,2,....,1} si j € {1,2,...,p}.
Teorema lui Lagrange-cazul multidimensional

Insemnétatea teoremei lui Lagrange din cazul 1-dimensional ne arati ca
este indicat sa studiem un orespondent al acestui rezultat si pentru cazul
multi-dimensional.

S# consideram functia f : R — R2, datd de
f(z) = (v — 2% o — 2?),

pentru orice x € R.
Pentru orice ¢ € R, f este diferentiabild in c si D f(c) : R — R?, este dat#
de

Df(c)(u) = (1 —2c)u, (1 —3c*)u),

pentru orice u € R.
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S& observam ca f(0) = (0,0) si f(1) = (0,0), dar nu existd ¢, astfel ca
Df(c)(u) = (0,0), pentru un u nenul.

Agadar teorema lui Lagrange nu are un corespondent pentru cazul ¢ > 1,
chiar daca p = 1.

In multe aplicatii este suficient s# se considere cazul ¢ = 1, iar in acest3
situatie teorema lui Lagrange poate fi extinsa.

Mai precis, avem:

Teorema lui Lagrange-cazul multidimensional. Fie f: D C RP —
R st a,b € D astfel incat segmentul de capete a si b este inclus in D, iar
functia f este diferentiabila in orice punct al acestui segment.

Atunci existd un punct c, pe segmentul de capete a si b, astfel ca

f(b) = f(a) = Df(c)(b— a).
Demonstratie. Se considers functia ¢ : [0, 1] — R, datd de
o(t) = f((1 —t)a+tb),

pentru orice ¢ € [0, 1].
Avem

si
p(1) = f(b).
Mai mult, din teorema de derivare a functiilor compuse, avem
@ (t) = Df((1 —t)a +tb) (b — a).

Din teorema lui Lagrange, existd ¢y € (0, 1), astfel ca

o(1) — ¢(0) = ¢ (to),
adicd
f(b) = f(a) = Df(c)(b— a),

unde
Cc = (1 — tQ)CL + thD

Corolar. Fie f: D CRP — R? gi a,b € D astfel incit segmentul de

capete a gt b este inclus in D, iar functia f este diferentiabild in orice punct
al acestui segment.
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Atunci, pentru y € R, existd un punct ¢ pe segmentul de capete a si b

astfel ca
{f(0) = f(a)} -y ={Df(c)(b—a)} -y.

Demonstratie. Se aplicad rezultatul precedent functiei F': D C R? — R,
datd de F'(x) = x -y, pentru orice z € RP. [J

Corolar. Fie f: D CRP — R? gi a,b € D astfel incit segmentul de
capete a g1 b este inclus in D, iar functia f este diferentiabild in orice punct
al acestui segment.

Atunci exista o aplicatie liniard L : RP — R? astfel ca

f() = fla) = L(b - a).

Demonstratie. S& observam cd dacd f = (fi1, f2, ..., fy), atunci fi(z) =
f(z)-e;, pentru orice i € {1,2,...,n} si x € D. Aplicand precedentul corolar,
existd ¢;, pe segmentul de capete a si b, astfel ca

fi(b) = fila) = D fi(c;)(b — a) - €.
Atunci aplicatie liniara L : RP — R? ciutatd are matricea asociata

of;
<8_a:j (¢1))i—tg =15 U

Observatie. Asa cum am vazut, in general, nu putem alege aceeasi val-
oare pentru toate c;-urile.

Derivate partiale de ordin superior. Schimbarea ordinii de derivare

Daca f este o functie cu domeniul din R? si codomeniul din R, f poate
avea p derivate partiale (de prim ordin) notate cu f,, sau cu g—i. Fiecare
dintre aceste derivate partiale constituie o functie cu domeniul din R? si
codomeniul din R, deci poate avea la randul ei p derivate partiale, numite

derivate partiale de al doilea ordin, notate f,,,; sau cu 6228%, adicd derivata
partiald a lui g—gfi in raport cu ;.

In acelasi mod se definesc derivatele partiale de al treilea ordin,..., de al
n-lea ordin.

Asgadar, f poate avea cel mult p” derivatele partiale de al n-lea ordin.

335



Este de mare importanta faptul cid, daca aceste derivate partiale sunt
continue, atunci ordinea de derivare nu este importanti. In plus, acest rezul-
tat ne fereste de existenta un numéir prea mare de notatii distincte pentru
derivatele partiale. Este suficient si consideram cazul derivatelor partiale de
doilea ordin pentru functii cu domeniul din R? gi codomeniul din R (pentru
rezultate similare celui pe care-1 vom prezenta, insd intr-un cadru mai larg
- de exemplu domeniul din R? sau pentru derivate de ordin mai mare decéat
doi - recomanddm consultarea manualelor [2], [3] si [4]). Ideea demonstratiei
este de ardta cd ambele derivatele partiale mixte de doilea ordin, in (0,0),
fhk)=] (h’o)h;f OB/ atunci cand (h, k) tinde citre

sunt limita raportului

(0,0).

Lemd. Fie f: U C R? — R, f(x,y), unde U este o vecindtate a lui
(0,0), pentru care % st % existd in orice punct din U si astfel ca % sd
fie continud in (0,0).

Atunci o Alh.B)

——(0,0) = i L
8y8:c( ) (h,k)lil%o,o) hk
unde

A(h, k) = f(h, k) = f(h,0) = f(0,k) + f(0,0).
Demonstratie. Pentru orice € € R, € > 0, exista §. € R, §. > 0, astfel ca
pentru orice (h, k) € U cu proprietatea cd |h| < . si |k| < d., avem
0% f 0% f
( 7k> -
Oyox Oyox

(0,0)| <e.

Pentru |k| < J. definim, pentru |h| < d,

B(h) = f(h> k) - f(h,O),

deci avem
A(h, k) = B(h) — B(0).

Teorema lui Lagrange ne asigurd cd existd hy (care depinde de k) astfel
ca 0 < |ho| < |h| si
A(h, k) = B(h) — B(0) = hB'(hy).

Dar of of
B'(ho) = - (ho, k) = = (ho, 0).
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Aplicand iarasi teorema lui Lagrange membrului drept al egalitétii de mai
sus, existd ko astfel ca 0 < |ko| < |K] si
02 f
Oyox

B'(h) = k (ho, ko).

Drept urmare, pentru |k| < 6. si |h| < 0., existd hg si ko astfel ca 0 <
|ho| < |h| si 0 < |ko| < |K|, pentru care

A(h k) 0*f
hk 8y8x(h0’ ko).
Atunci Ak
hk  Oydx (0.0)f <&

pentru |k| < . si |h| < de, de unde concluzia. [

Teorema lui Schwarz. Fie f: U C R? —» R, f(z,y), unde U este o

vecindtate a lui ( ,Y), pentru care %, 25 gt aayaj;

ya sd fie continud in (z,y).
Atunci existd azafy in (x,y) gi

existd in orice punct din

U si astfel ca a

TS ()= 2L 0
OyOx Y © 0z0y Y-

Demonstratie. Putem presupune c& (x,y) = (0,0).
A(h,k)
hk

Am vazut in lema de mai sus c& existd lim
(h,k)—(0,0)

- A(h k) Pf
lim =
(h,k)—(0,0) hk Oyox

sica

(0,0).

Pe de alta parte, pentru h # 0, avem

L A(K) 1 0f

L h,0)- Y
k—0 hk  h Jy

(1.0) = 5-(0.0)).

Pentru orice ¢ € R, ¢ > 0, existd 0. € R, §. > 0, astfel ca pentru orice
(h,k) € U cu proprietatea ca |h| < J. si |k| < d., avem

A(h, k) B 0*f

hk Oyox

(0,0)| <e
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Trecand la limitd in aceasta inegalitate pentru k£ tinzand cétre 0, obtinem

L O, 0y~ 90,0y

L Of
h "y y

B 0yox

(0,0)] <e,

pentru orice h astfel ca |h| < 0..

. c 82f N .
Prin urmare existd 575 in (0,0) si

>*f (0,0) = i
oydx 7 Oxdy

(0,0).

Diferentiale de ordin superior. Teorema lui Taylor-cazul multi-
dimensional

Daca f este o functie cu domeniul din R? gi codomeniul din R, atunci
diferentiala lui f intr-un punct c este o aplicatie liniard D f(c) din R? in R
astfel ca, pentru orice € € R, ¢ > 0, existd 6. € R, §. > 0, aga incat pentru
orice z, cu proprietatea ci ||z|| < ., avem

[f(e+2) = fle) = Df(e)(2)] <ellz]l.

Cu alte cuvinte, Df(c) este aplicatia liniard care aproximeazi cel mai
bine diferenta f(c+ z) — f(c), pentru z "mic”.

Orice altd aplicatie liniard constituie o aproximare mai putin ”buna”.

Am vizut cd, dacd exista, Df(c) este datd de

Df(c)(z) = ﬁ(0)21 +.. + g—f(c)zp,
Lp

unde z = (21, ...2,) € RP.

Desi aproximadrile cu aplicatii liniare sunt simple si suficiente pentru multe
scopuri, uneori este necesar si obtinem aproximaéri mai exacte.

Este natural s& ne indreptam atentia asupra functiilor patratice, etc.

Intrucat nu vom intra in aminuntele studiului aplicatiilor multiliniare,
vom folosi urméatoarea:

Definitie. Pentru o functie f : U C RP — R g ¢ € D astfel incdt
existd si sunt continue derivatele partiale de al doilea ordin ale lui f pe o
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vecindtate a lui ¢, definim diferentiala de ordin doi a lui f in ¢, ca fiind
aplicatia, D*f(c) : R x R? — R, datd de

D) = 3 5L (s,

pentru orice y = (Y1, ..., Yp), 2 = (21, ..., %p) € RP.

Similar, pentru o functie f : U CRP — R gt ¢ € D astfel incdt existd st
sunt continue derivatele partiale de al treilea ordin ale lui f pe o vecindtate
a lut ¢, definim diferentiala de ordin trei a lui f in ¢, ca fiind aplicatia,
D3f(c) : RP x R? x R? — R, datd de

p

3
D f y?z w Z xkax]axl yZZ]wa7
J,k=

pentru orice Yy = (Y1, .., Yp)s 2 = (21, ..., 2p), W = (w1, ..., wp) € RP.
Analog se defineste diferentiala de orice ordin intr-un punct.

Observatie. Vom folosi urmdatoarele notatii:
D*f(c)(w, w) = D*f(c)(w)?
D3 (e) (w, w,w) " D*f(c)(w)®
D" f(c)(w,...,w) 2 D" f(c)(w)".

Avem pentru p = 2 si pentru w = (h, k) :

Pf 2, o 02 Pf o
&pax(c)h +2m(c)hk+ ayay(c)k ,

D f(e)(w)* =

Pf
0x0x0x

Bf
0yozrox

f Pf

3 2
()" +3 0x0ydy (c)hk™+ Oyoydy

D3 f(c)(w)? = (c)h*k+3 (c)k?,

_ o0y
- Qx0x...0x

o f

n—1
"8x0:c 8x8y( Rt

D f(e)(w)" (©h" +
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o f _ o"f
2 n—21.2 n
C"@x..@:cay@y(c)h Wt ayay----3y<0)k .

Teorema urmétoare va fi folositd in studiul punctelor de extrem pentru
functii de mai multe variabile (vezi pagina 372).

Teorema lui Taylor-cazul multidimensional. Fie f: U CRP — R
o functie astfel incat pentru orice punct de pe un segment de capete u §i v
existd o vecindtate a sa pe care existd si sunt continue derivatele partiale de
al n—lea ordin ale lui f.

Atunci existd un punct u pe segmentul de capete u i v, astfel ca

F(0) = () + DI )0 — ) + 55 D*F(u) (0 — )’ +.
1

n—1 n—1 1 nfi n
b D~ L

Demonstratie. Fie F': [0,1] — R, datd de

F(t) = f(u+t(v—wu)),

pentru orice ¢ € [0, 1].
Atunci

Fl(t) =Df(u+tv—u))(v—u),

F (t)=D*f(u+tv—u))(v—u)?

F (1) = D" f(u+ t(v — w)) (v — )™

Conform cazului 1-dimensional, existd ¢ € [0, 1] astfel ca

1 1 n—1 1 .
F(1) = F(0) + 3 F/(0) + ... + e 1)!F( '(0) + —F(¥).
Alegem
u=u+Yv—u) O
Exercitii
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1. S4 se calculeze %(%,0) si g—g(%, ) dacd f : R* — R este datd de

f(z,y) = 1/sin? z + sin? y,

pentru orice (z,y) € R2
2. S4 se calculeze Df(1,1) pentru f : {(z,y) € R? | zy > 0} — R, datd
de
F(@,5) =y,

pentru orice (z,y) € R2
3. Fie f : R® — R, dati de

f(z,y,2) =22% — y + 62y — 2° + 3z,
pentru orice (z,y, z) € R3.

S4 se calculeze derivata lui f in origine dup4 directiile (1,2,0) si (2,1, —3).
4. Fie f :R? — R, data de

flay) ={y zig,

pentru orice (z,y) € R%

Sa se arate ca existd derivatele partiale de prim ordin in origine, dar c4,
pentru af # 0, derivata lui f in origine dupa directia («, 5) nu exista.

Sa se arate ca f nu este marginitd pe nici o vecindtate a originii, deci nu
este continua in origine.

5. Fie f : R? — R, dati de

0, zy =0
1, 1in caz contrar

flx,y) =4

Y

pentru orice (z,y) € R2

S& se arate cd exista derivatele partiale de prim ordin in origine, dar c&,
pentru o # 0, derivata lui f in origine dupd directia (o, f) nu exista.

Sa se arate cd f nu este continud in origine, desi este marginita.

6. Fie f : R? — R, dati de

z?y 3 2
— z3—y2) T~ —y 7& 0
f(%y) { 07 xg_y2:07
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pentru orice (z,y) € R%

Sa se arate cd existd derivata lui f in origine dupa orice directie, dar f
nu este continud in origine, desi existd o vecindtate a originii pe care f este
marginita.

7. Fie f : R? — R, datid de

2 (z,y) # (0,0)
z,y) = { Ver+? ,
[, y) =1 0. (z.4) = (0.0)

pentru orice (z,y) € R?.
Sa se arate ca f este continud si are derivate partiale, dar nu este difer-
entiabila in origine.

8. Fie f : R? — R, dati de

$2 _'_ y27 .:C, y E Q
fl@y) =A{ 0, in caz contrar

)

pentru orice (z,y) € R%

S& se arate ca f este continud numai in origine, punct in care functia este
diferentiabila.

9. Fie f : R? — R, dati de

) I ) 200
0, in caz contrar
pentru orice (z,y) € R%
Sa se arate ca f este diferentiabila in origine, desi pe nici o vecinitate a
originii derivatele sale partiale nu sunt marginite, deci derivatele sale partiale
nu sunt continue in origine.

o

10. Fie f: DCRP - Rsgice D.

Dacd f este diferentiabild in ¢, atunci sd se exprime derivata lui f in ¢
dupd directia vectorului unitar w = (wy, ..., wp).

Utilizand inegalitatea Cauchy-Buniakovski-Schwarz, sa se arate ci exista
o directie dupa care derivata este maximéi si ca acesta directie este unic4,
daca cel putin una dintre derivatele partiale de prim ordin in ¢ este nenula.
Aceasta directie se numegte directia gradientul lui f in c.

Ardtati cd existd un unic vector v, astfel incat

Df(c)(w) =v.-w
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pentru orice vector w de norm4 1.
Acest vector, v., se numeste gradientul lui f in ¢ si se noteaza V.f sau

gradf(c) si este dat de
af af
(axl (C)7 R axp (C))
Dacd g : D C RP — R este diferentiabild in ¢, iar a € R, atunci
Ve(af) = aVe(f),

Ve(f +9) = Ve(f) + Ve(g)

si
Ve(fg) = (Ve(f)g(e) + [(0)(Velg))-

11. Fie f: D = 107 C R? — RY astfel ca
()] =1,

pentru orice x € D.
Sa se arate ca

f(z) - Df(x)(u) =0,

pentru orice x € D gi u € RP.

In particular, pentru ¢ = 1, vectorii f(z) si V.(f) sunt perpendiculari
pentru orice x € D.

12. Dacs pentru f : D = D C R? — R exist# derivatele partiale pe D,
este f continud pe D?

13. Dacii pentru f: D = D CR? — Rsic € D, existd si este continus
gﬁ pe D, iar %5 existd in c, este f diferentiabild in ¢?

14. a) Fie f : R? — R, data de

zy(zz—yz)
fay) ={ = @Y7 00

A )
0, in caz contrar

pentru orice (z,y) € R2
Sa se arate cd, in origine, exista aa_;?% si 3%28%, dar ca nu sunt egale.
b) Fie f : R? — R, dati de

2In(1+ %), y#0
0, in caz contrar ’

flay)={"
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pentru orice (z,y) € R%
S& se arate cd, in origine, 88;8]; si 8‘9; afy sunt egale, desi ele nu sunt continue.
15. Fie f : R™ — R o functie diferentiabild omogens de grad p (i.e.

FOT1, oy Aen) = N f(21, ..., @),

pentru orice (z1, ..., 7,) € R" gi orice A € R).
S4a se arate ca

aof
oz,

af

(z) = pf(z),

pentru orice z € R".

Aceastd relatie poartd numele de relatia lui Euler.

Nota istoricd. Leonard Fuler (1707-1783) care a studiat cu Johann
Bernoulli, a fost unul dintre marii matematicieni ai omenirii (orb pentru o
indelungatd perioadd a vietii) cu o impresionantd operd matematicd. Pentru
detalii privind biografia acestui titan al matematicii recomandam articolul
Leonard Fuler (1707-1783), de Ion Chitescu, Analele Universitatii din Bu-
curegti, seria matematicd, Anul LVI, 2007, Nr. 2, paginile 205-220.

16. Pentru f : R3 — R, datd de

1

f(x,y,2) = ,
( ) a2+ y? + 22

pentru orice (z,y, z) € R3, s se arate ci

0% f 0 f of
0xdxr  Oydy 020z

17. S& se arate cd o solutie a ecuatie

:cz% — yzg + (x

> 20f
o 3y y) 0,

0z
este datd de

f('rv Y, Z) = ()O(I‘y, ':C2 + y2 - 22)7
unde ¢ : R? — R este o functie diferentiabili.

18. Fie f : D = D C R? — R o functie pentru care existd toate derivatele
partiale de prim ordin, iar p — 1 dintre ele sunt marginite.
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Sa se arate cd f este continud pe D.

19. Fie f : R? — RP o functie diferentiabild care are toate componentele
omogene.

S# se arate ci dacd existd a € RP — {0} astfel incat f(a) = 0, atunci
D f(a) nu este injectivi.

20. Fie f: R? — R data de

p
=1

pentru orice z = (z1, ..., x,) € RP.

S& se arate cid f este diferentiabild in a = (a4, ...,a,) € R dacd si numai
dacd a; # 0, pentru orice i € {1,2,...,p}.

S4 se scrie, in acest caz, care este D f(a).

REZUMAT

Fie f : D — RY unde D C RP, si ¢ un punct interior al lui D, iar
u € RP. Un vector L, € R?, se numeste derivata lui f, in punctul
¢, dupd vectorul u (sau dupd directia u, dacd ||ul| = 1), daci exista

limita ,lfh%w si %m&w L,. L,, daca exista, este unic si

se noteaza f,(c) sau jf (c). Notam cu f, sau cu 3- funcgla rezultant3,

care are valori in RY si domeniul constand dln acele puncte din D,

in care exista limita yngw. Fie f : D — R? unde D C R?

§i ¢ un punct interior al lui D. Fie, pentru orice i € {1,2,...,p},
=(0,0,...,0,1,0,...,0), unde 1 este pe pozitia i. Atunci, daci exista,

f (c)™2 df 2-(0), respectiv o, dd—f, se numesc derivata partiald a lui
f in c, 1n raport cu variabila z;, respectiv derivata partiala a lui f

in raport cu variabila z;.

Fie f: D CR?P —- R? i c € D. Spunem ca [ este diferentiabila
(sau derivabild) in ¢ daci existad o aplicatie liniard L : R? — R? (i.e.
L(az + pBy) = aL(z) + fL(y), pentru orice o, € R, x,y € RP) astfel

! (x)_ﬂ(::‘f(x_c) = 0. L, daci existi, este unicd si se noteazi

ca lim

cu Df(c) sau f'(c) si se numegte diferentiala (sau derivata) lui f in
punctul c.
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Fie f : D CRP — R? gi ¢ € D. Daca [ este diferentiabila in c,
atunci exista 0, K € R, §, K > 0, astfel incit, pentru orice z € D,
cu proprietatea cd ||z —c| < 6, avem ||f(z) — f(c)| < K|z —c||. In
particular, f este continua in c.

Pentrup,q > 1si f = (fi1, fo,.... f;) : D C RP — RY, daci f este difer-
entiabili in ¢, atunci, pentru orice i € {1,2, ..., p}, exista g—i(c). Mai
mult, Df(c) : R — R? este datd de Df(c)(uy,us, ..., up) = (g—ﬁ(c)ul +
et g—g(c)up, e g—ﬁ(c)ul +...+ g—%‘i(c)up) pentru orice (uq,us, ..., u,) € RP.
Matricea asociata acestei aplicatii liniare, pentru perechea de baze
canonice, este

GO (O Bl (9
Ox1 Oxo oz
) B - o8 (o) )
Pafe) (o) o (o)

Aceasta matrice se numeste matricea Jacobi a lui f in ¢ si se noteza

J¢(c). Cand p = ¢, determinantul acestei matrici poartd numele de

8((:1,‘1 s L2,eeny 551))) xr=c*

Fie f: D C R’ — R?si c € D. Daca [ este diferentiabild in c,
atunci exista %(c) si L(¢) = DF(c)(u), pentru orice u € R”.

Jacobianul lui f in ¢ si se noteazi det J¢(c) sau

d
du

Fie f : D CR?P - R?si c € D. Daca existd V o vecinatate a lui c,
pe care exista toate derivatele partiale si sunt continue in ¢, atunci
f este diferentiabila in c.

Fie f,g . DCRF - R%, o : DCRP >R, ce Dsia,peR.

a) Dacd [ si g sunt diferentiabile in ¢, atunci h = af + g este
diferentiabild in ¢ si Dh(c) = aDf(c) + Dg(c).

b) Dacd f si g sunt diferentiabile in ¢, atunci £ = [ - g este
diferentiabild in ¢ si Dk(c)(u) = Df(c)(u)g(c) + f(c)Dg(c)(u), pentru
orice u € RP.

c) Daci ¢ este diferentiabild in ¢, atunci ¢f este diferentiabila
in csi D(of)(c)(u) = Dy(c)(u)f(c)+p(c)Df(c)(u), pentru orice u € R?.

Fief:DngﬁDlgRq,CEDO§ig:D'QRq—>R’" astfel ca

f(c) € D'. Dacid f este diferentiabili in ¢ iar g diferentiabild in
f(e) " p, atunci go f "2 h: D C RP — R" este diferentiabild in c si
Dh(c) = D(gof)(c) = Dg(b)oD f(c). Considerente de algebri liniard ne
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asigura ci in conditiile teoremei de mai sus, avem: J,,(c) = J,(b)J¢(c),
adica Jyor(c) = Jy(f(c))Js(c), adica

() Bu() . ()
<g—’;f(c) g—Zg(c) g—ﬁ;(c)>:
Yho() Pex(c) ... ()
an® Gn®) o Ga®) o) g g
L hEe) 5B . BE0) ) 8 $h@ - SEE@
O ONSE FONIE ICIE C I 10
W) W) - BUE) Q) RO . 2
_ B0 E6©) - B0 e Eo . o,
L) L) - L) ) L) . L)
de unde 5 (c) = %(0) = Zq:%(f(c))gﬁ( ), adica 24 (c) = %(C) =
Zj J =Y Zj Zj
g—ii(f(c))afl( )+ gg;(f(c))% c)+ ...+ gg;(f(c))%(c), pentru orice i €

{1,2,..,r} sij€{1,2,...,p}.

Fie f: D CRP — Rsia,b € D astfel incat segmentul de capete a si
b este inclus in D, iar functia f este diferentiabilid in orice punct al
acestui segment. Atunci existd un punct ¢, pe segmentul de capete
a sib, astfel ca f(b) — f(a) = Df(c)(b— a).

Daci f este o functie cu domeniul din R? gi codomeniul din R,
f poate avea p derivate partiale (de prim ordin) notate cu f,, sau
cu 3.-. Fiecare dintre aceste derivate partiale constituie o functie
cu domeniul din R? gi codomeniul din R, deci poate avea la randul
ei p derivate partiale, numite derivate partiale de al doilea ordin,

notate f,,,, sau cu dd g , adica derivata partiala a lui %

- in raport
cu ;. In acelasi mod se definesc derivatele partiale de al treilea
ordin,...,de al n-lea ordin.

Fie f: U CR? - R, f(z,y), unde U este o vecinitate a lui (z,

pentru care gf , gi si aayg exista in orice punct din U si astfel ca

6
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sé’z fie continui in (r,y). Atunci exista a‘fgy in (z,y) si ai,zafz (x,y) =
0
axgy (':(:7 y)'

Pentru o functie f : U C R?P — R si ¢ € D astfel incat exista
si sunt continue derivatele partiale de al doilea ordin ale lui f pe
o vecinidtate a lui ¢, definim diferentiala de ordin doi a lui f in
¢, ca fiind aplicatia, D?f(c) : R x R — R, datd de D?*f(c)(y,z) =

2f
laxjaxi

(c)yizj, pentru orice y = (y1,...,yp), 2 = (21, ..., 2p) € RP.
ij=

Similar, pentru o functie f : U C R? — R si ¢ € D astfel incat
existd si sunt continue derivatele partiale de al treilea ordin ale
lui f pe o vecinatate a lui ¢, definim diferentiala de ordin trei a
lui f in ¢, ca fiind aplicatia, D3f(c) : R? x R? x R? — R, datd de

D3f(c)(y, z,w) = ‘ijlal’kgz];aﬂfi (c)yizjwy, pentru orice y = (y1,...,Yp),
2 = (21,0, 2p)y W J’: (wy,...,w,) € RP. Analog se defineste difer-
entiala de orice ordin intr-un punct. Vom folosi urméitoarele no-
tatii:  D2f(c)(w,w) = D*f(c)(w)?, D*f(c)(w,w,w) & D3f(c)(w)*...,
D f(e)(w, ..., w) "2 D" f(c)(w)". 2

2Avern per;tru p =2 si pentru w = (h,k): D2f§c)(w)2 = %%(f)hz +
2L () hht A (0)R2, D3 f(c)(w)? = 5585 () +3 555 ()W k43555 () hk*+
GO, oy DM F(e) ()" = 5o () A+ CL g () kA C2 50l () 22+
vt %(c)k”.

Fie o functie f : U C R? — R astfel incat pentru orice punct de
pe un segment de capete u si v existd o vecinatate a sa, pe care
exista si sunt continue derivatele partiale de al n—lea ordin ale lui
f. Atunci existd © un punct pe segmentul de capete u si v, astfel ca
f() = f(u)+ 3 Df (w)(v—u)+ 5 D f(u) (v = u)* + ...+ 25 DOV f ) (v —

w)"t 4+ D" f(T@) (v — u)".
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TEOREMELE CLASICE ALE DIFERENTIABILITATII

Notiune de functie de clasi C!
Teorema de injectivitate locala
Teorema de surjectivitate locala

Teorema de inversiune locala

Teorema functiilor implicite

In prima parte a acestei sectiuni vom ariita ci pentru o functie difer-
entiabild intr-un punct, caracterul local al acestei functii este determinat de
catre diferentiala functiei in punctul respectiv. Mai precis, daca diferentiala
functiei in punctul considerat este injectivd, atunci existd o vecinidtate a
punctului pe care functia este injectiva; daca diferentiala functiei in punctul
c este surjectiva, atunci existd o vecindtate U a lui ¢ gi o vecindtate V' a lui
f(c) astfel ca f: U — V s& fie surjectivd. Drept consecinte obtinem unele
teoreme de inversiune si teorema functiilor implicite.

Definitie. Fie f : D CRP — RY gi ¢ € D. Dacd derivatele partiale de
prim ordin existd si sunt continue in c, spunem cd f este de clasd C' in c.
Dacd Dy C D si f este de clasd C* in orice punct din Dy, atunci spunem
cd f este de clasd C* pe Dy.

Observatie. Dacd f este de clasd C' pe multimea deschisd D, atunci
f este diferentiabild pe D. Vom ardta in continuare cd, in ipotezele de mai
sus, diferentiala functiet variazd in mod continuu.

Lema 1. Fie f: D CRP — R? si c € D. Dacd f este de clasd C' pe
D, atunci pentru orice € € R, ¢ > 0, ewistd 0. € R, §. > 0, astfel ca pentru
orice x € D, cu proprietatea cd

[z — el <4,

avem

IDf(z)(2) = Df(c)(2)|| < ellzl],
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pentru orice z € RP.

Demonstratie. Din continuitatea derivatelor partiale deducem ca, pentru
orice ¢ € R, ¢ > 0, existd 0. € R, 6. > 0, astfel ca pentru orice x € D, cu
proprietatea ca

| —cll < de,
avem

of; of;
) - 50| <

pentru orice i € {1,2,...,q} si j € {1,2,...,p}, de unde concluzia. [J

Lema de aproximare. Fie f: D CRP — R? gi ¢ € D. Dacd f este
de clasd C' pe D, atunci pentru orice ¢ € R, ¢ > 0, existd §. € R, §. > 0,
astfel ca pentru orice x1,x9 € D, cu proprietatea cd

H«Tl - CH ) Hx2 - CH < 567

1f (1) = f(w2) = Df(c)(x1 = wo)l| < € lws — 22| -

Demonstratie. Conform lemei anterioare, pentru orice ¢ € R, ¢ > 0,
existd 6. € R, 0. > 0, astfel ca, pentru orice x € D, cu proprietatea ci

Hl’ - CH < 567

avem
IDf(x)(2) = Df(c)(2)]| < el
pentru orice z € RP.
Pentru z1, x5 € D, cu proprietatea ca

||£l?1 - CH ’ HxQ - CH < 567

alegem w € RY astfel ca
Jw]] =1

si
[/ (@1) = f(@2) = Df(c)(x1 — @2)|| = {f(z1) — flz2) = Df(c) (w1 — 22)} - w.
Functia F': [0,1] — R, datd, pentru orice ¢ € [0, 1], de

F(t) = {f(t(x1 — v2) + 72) = Df(c)(z1 — 72)} - w,
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este diferentiabild pe (0, 1) si
F'(t) = {Df(t(z1 — w2) + x2) (w1 — 72)} - w,
F(0) = {f(z2) — Df(c)(
FQ1) ={f(z1) = Df(c)(w1 — 22)} - w.
Existd ¢ € (0,1) astfel incat F(1) — F(0) = F' ().
Pentru T = 1)(x1 — x2) + xa, avem

{f(z1) = f(z2) = Df(c)(x1—12) } - w = {Df(T)(x1 —72) — D f(c) (71 —22) } - 0.

Deoarece

c)(ry —xa)} - w,

1T — | <,

folosind inegalitatea Cauchy-Buniakovski-Schwarz, avem

[ (x1) = fz2) = Df(c) (21 — x2)|| <

< IDF(E) (21 = 22) = Df(e) (w1 — w2)|| < fl(1 — z2)[]. D

Teorema de injectivitate locala

Vom arita in cele ce urmeazi cii daci o functie este de clasi C! pe o vecin-
tate a unui punct ¢ si dacd D f(c) este injectivi, atunci existd o vecindtate a
lui ¢ pe care f este injectiva; in contextul de mai sus, spunem ca f este local
injectiva.

Teorema de injectivitate locala. Fie f : D C RP — R gi ¢ € B
Dacd f este de clasd C* pe D si Df(c) este injectivd, atunci existd § € R,
§ > 0, astfel incdt fiy este injectivd, unde U = {x € RP | ||z — || < 6}.

Demonstratie. Deoarece D f(c) este injectivd, conform corolarului de la
pagina 236, exista » € R, r > 0, astfel incat, pentru orice z € RP, avem

izl < IDf(e) -

Lema de aproximare, pentru ¢ =
astfel incat, avem

5, ne asigurd cd existd 6 € R, 6 > 0,

[ (21) = f(22) = Df(c)(z1 — 22)|| < g [ — 22|,
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pentru orice x1,x9 € D, cu proprietatea ci ||z1 — ||, ||x2 — ¢|| < ¢, si, drept
urmare, obtinem

IDf(e) (w1 = 22) || = 1 (21) = fl22)]| < g 21 = 2],

de unde .
|z — 2ol = || f(z1) — fz2)]] < 3 |21 — 22|,

ie.
g |21 — 22| < || f(21) — f(z2)]],

pentru orice x1,z2 € U, deci fy este injectiva. [

Observatie. Prin urmare fiy : U — f(U) este inversabild. Teorema de
mai jos, care se bazeazd pe Teorema de continuitate a inversei pentru functii
continue (vezi pagina 237), aratd cd aceastd inversd este continud.

Teorema de inversiune locald (forma slabd). Fie f: D C RP — RY

si c € D. Dacd f este de clasd C* pe D gi Df(c) este injectivd, atunci existd
d €R, 0 >0, astfel incat fiy : U — f(U) este inversabild si inversa sa este
continud, unde U = {x € RP | ||z — ¢|| < 6}.

Observatie. Teorema de mai sus poartd numele de Teorema de inversare
locald (forma slabd) deoarece are doud slabiciuni, anume (fiy)™': f(U) — U
nu are domeniul de definitie, in mod necesar, o vecindtate a lui f(c) si, in
plus, desi ipoteza implica diferentiabilitatea lui f, concluzia nu mentioneazd
nimic relativ la diferentiabilitatea inversei lui f.

Teorema de surjectivitate locala

Rezultatul din aceastd sectiune este complementar celui din sectiunea
anterioard. El afirmi ci daci o functie este de clasid C! pe o vecinitate a
unui punct ¢ si Df(c) este surjectivd, atunci existd U, o vecindtate a lui
¢, s V, o vecindtate a lui f(c), astfel ca f : U — V s fie surjectivd. Cu
alte cuvinte, orice punct din R? care este suficient de apropiat de f(c) este
imaginea, prin f, a unui punct apropiat de c¢. Pentru a demonstra acest
rezultat, vom ardta pentru inceput ca el este valabil pentru aplicatii liniare,
iar apoi pentru functii care pot fi aproximate cu aplicatii liniare.
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Lema. Daca L : RP — RY este o aplicatie liniard si surjectivd, atunci
exista m € R astfel ca pentru orice y € R? existd x € RP cu proprietatea cd

2] < mlyll

0
L(z) =y.
Demonstratie. Fie, pentru orice i € {1,2, ....,q},

e; = (0,0,...,1,0,...,0) € RY,

unde ¢ este pe pozitia 1.
Existd u; € RP astfel ca

Atunci, pentru orice y = (y1, ...., y,) € R?, avem
L(z) =y,
unde
T = YUy + ... + YqlUg-
Mai mult,
[zl < mlyll,
unde

q
m={>|ul’}:. O
j=1

Lemi. Fiea € R, a>0gig:D={zxeRP||z|| <a} — R? continua
astfel ca g(0) = 0. Fie L : R? — RY o aplicatie liniard si surjectivd gi m € R
ca in lema precedentd. Presupunem cd, pentru orice x1,xs € RP, avem

1
lg(z1) — g(x2) — Lz — 22)|| < o |z — x| -

Atunci, pentru orice y € RY, astfel ca

«

<B=-—
Iyl < 8 5
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exista x € D cu proprietatea cd

9(z) =y.

o
2m?

Demonstratie. Pentru y € R?, astfel ca ||y|| < f = fie 2o = 0 si
Yo =Y.

Conform lemei precedente exista x; € RP, astfel ca

Yo = L(x1 — xp)
si
|71 — 2ol < m ||yl -
Atunci z; € D.
Fie
Y1 = Yo + 9(x0) — g(z1) = —{g(21) — g(w0) — L(w1 — 20) }.
Avem
il < = llos — 2ol < 5
— ||z — — )
ull = om 1 oll = 5 Y
Din nou, lema de anterioard ne asigurd ci existd x, € RP, astfel ca
n = L(xz - 531)
si
|22 — 21 < mflya -
Atunci
1
|22 — 21| < 5 |21 5
de unde 3 3
<= <=
ool < 2 el < 2o,

si, prin urmare, xo € D.
S& presupunem cd am ales 0 = xq, z1, ..., Tn € D $iy = Yo, Y1, ---, Yn € R
astfel incat, pentru orice k € {1,2,...,n}, avem

m
2k — 2pal| < mflypa|l < py=) Iyl ()
Yr—1 = L(xp — z5-1)
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si
Yk = Ye—1 + g(p—1) — g(T)- (**)

S4 observam ci
HynH = Hyn—l + g(Tn-1) — g(xn)|| = Hg(xn—l) —g(x,) — L(w, — xn—l)H <

X Ty— m _
=9 n n—1|| = 9 YUn—1|| = on Yy
sica
||xn|| S Hxn xanH ||xn71 xn72|| ||£l?2 5(31“ Hxl 'TOH S

1 1 1
ST Tty <2mfy| <o

Alegem x,, .1 astfel ca

<m |yl (

Yn = L(xn+1 - xn)

si
@041 — @all < m[ynl| -

Ca mai sus, deducem ci
’|xn+1|| <aq,

deci z,, 1 € D.

Definim
Ynt1 = Yn + 9(Tn) — 9(Tny1);
avem
1
lysall = Nl9(@nr1) = 9(2n) = L(@nts = 2a)ll < 5 llwnss — zall <
< Lyl < o Il
2m on+1

Se constatd ugor, folosind (x), c& girul (z,)nen este Cauchy, deci el con-
verge céitre un element x € RP astfel incat

lzll < 2m |yl < e,

deci x € D.
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Pe de alta parte, cum, pentru orice n € N,

1
lynll < 55 Nyl

sirul (y,)nen este convergent cétre Ogq.
De asemenea

Yn =y — 9(n),
pentru orice n € N (vezi (**)).
Deoarece g este continud, obtinem

g(r) = lim g(z,) =y,

n—oo

ceea ce incheie demonstratia. [

Teorema de mai jos se va folosi in decursul demonstratiei Teoremei mul-
tiplicatorilor lui Lagrange (vezi pagina 376).

Teorema de surjectivitate locala. Fie f : D CRP — R? gi ¢ € D.
Dacd f este de clasd C' pe D si Df(c) este surjectivd, atunci existd o, B € R,
astfel incat pentru orice y € R cu proprietatea cd ||y — f(c)|| < B, existd
x € RP aga incdt ||x —c|| < a g1 f(x) =y.

Demonstratie. Fie m generat de lema de mai sus pentru aplicatia liniara
surjectivd D f(c).

Conform lemei de aproximare, existda a € R, a > 0, astfel ca pentru orice
r1,T9 € D, cu proprietatea ca

|z — ¢, |2 — ¢| < a,

avern

[ (1) = fw2) = Df(e) (21 — 2)|| < % [y = 2|

Fie g: Dy = {z € R? | ||z|| < a} — RY, datd de

9(z) = f(z +¢) = f(0),

pentru orice z € Dy.
g este continua si

9(0) = 0.



Mai mult, pentru z1, 29 € D, alegdnd x1 = 21 + ¢ si 9 = 29 + ¢, avem
Tl — T2 =21 — 29

si
g(21) — g(z2) = f(21) — f(2),
deci ]
19(21) — g(22) — Df(c)(21 — 22)|| < om |21 — 22| -

Pentru y € R? astfel ca
ly = 7@l <8=5-,
considerdm w =y — f(c) si avem
[w]] < 5.
In concordantd cu lema anterioars, exist® z € RP, ||z|| < a astfel ca
9(2) = w.
Dacd considerdam x = ¢ + z, avem
lz = el = llz[l <

si
w=g(z) = f(z+c) = f(c) = f(z) — f(o),
deci
f(2) =w+ fe) =y. O

Teorema aplicatiei deschise. Fie f: D = D C R? — RY de clasd C*
pe D astfel ca Df(x) este surjectiva, pentru orice x € D. Atunci f(D) este

deschisda. Mai mult, pentru orice G = G C D, f(G) este deschisd.
Demonstratie. Fie ¢ € G. Atunci, conform teoremei de surjectivitate
locald, existd o bild deschisa cu centrul in f(c) inclusd in f(G). O

Teorema de inversiune locala
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Vom combina cele doud rezultate anterioare, pentru cazul in care p = ¢
si Df(c) este injectivd si surjectivd (pentru a fi mai precigi s& mentiondm
cd o aplicatie liniard L : R? — RP este injectivd dacad gi numai daca este
surjectivd). Mai mult, aceste proprietdti au loc dacd si numai dacd matricea
asociat# are determinantul nenul. In particular, Df(c) : R? — RP este
injectiva dacd si numai dacd este surjectiva dacd i numai dacd det J f(c) # 0.

Teorema de inversiune locala. Fie f: D =D C RP — RP de clasd
C! pe D, c € D, astfel incit Df(c) este bijectivd.

Atunci existd o vecindtate U a lui ¢, cu proprietatea ca V = f(U) este o
vecindtate a lui f(c), f: U — V este bijectivd, iar g = f~':V — U este
continud.

Mai mult, g este de clasid C* pe V si dacd y € V, iar x = g(y) € U,
atunci

Dy(y) = D(f~")(f(x)) = (Df(x))~".

Demonstratie. Deoarece D f(c) este injectivd, existd r € R, r > 0, astfel
ca, pentru orice z € RP, avem

2r ||zl < [IDf(e)z]l

(vezi corolarul de la pagina 236).
Conform lemei 1, existd o vecindtate Uy a lui ¢ pe care f este de clasi C*
si astfel incat, pentru orice x din aceastd vecindtate, avem

rllzll < IDf (@)=l ()

pentru orice z € RP.

In continuare, ne vom restrange la o vecinitate (deschis®) U a lui c,
U C Uy, pe care f este injectivi si care este continuta in bila cu centrul in ¢
si de raza a din teorema de surjectivitate locala.

Atunci, conform teoremei aplicatiei deschise, tinand cont cd D f(z) este
injectivd, deci surjectivd, pentru orice z € U, V = f(U) este o vecindtate
(deschisd) a lui f(c).

Mai mult, avand in vedere Teorema de inversiune locald (forma slaba),

g=(":fU)=V =T

este continud.
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Pentru ardta ci g este derivabild in y = f(z) € V, unde = € U, fie
y1 = f(x1) € V,unde z; € U.
Cum f este diferentiabild in z, avem

f(x1) = f(z) = Df () (21 — 2) = u(®y) |z — 2|,
unde
i )] = 0
Dacd M, = (D f(x))™!, atunci
11— =M, o Df(x)(z1 — x) = My(f(21) — f(z) — (@) |1 — 2]),

adica
9(w) = 9(y) — Mu(yr — y) = — [|z1 — of| My (u(z1)). (**)

Deoarece D f(x) este injectiva rezultd, similar cu demonstratia de la teo-
rema de injectivitate locald, c&

lyn — yll = [1f (21) = F(@)]| > = |21 — 2], )

pentru y suficient de apropiat de ;.
Mai mult, din (x), deducem c&

1
M)l < =

pentru orice u € RP.
Prin urmare, folosind (**) si (***), obtinem

1 2
lg(yr) = g(y) = Ma(yr = Il < lles — 2] —flu(z)]| = 5 fulz)l v =]
Ca urmare, g este diferentiabild in y = f(z) si

Dyg(y) = M, = (Df(x))™".

Rémane de ardtat ci g este de clasi C! pe V.
Fie z € RP si x, x1,y, y; ca mai sus.
Atunci, cam Dg(y) o Df(x) = Dg(y1) o Df(x1) = Idge, avem

Dg(y)(z) — Dg(y1)(2) = Dg(y) o [Df(x1) — Df(z)] o Dg(y1)(2).
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Cum f este de clasi C!, pentru orice ¢ € R, ¢ > 0, existd 6. € R, 6. > 0,
astfel ca, pentru ||z; — z|| < d., avem

I1Df(x1)(w) = Df (@) (w)] < ellwll,

pentru orice w € RP.
Mai mult, pentru orice u € RP,

1Dgn) ()] < [l

si
1Dg() )| < = lul

Prin urmare, pentru y; suficient de aproape de y,

1Dg(y)(2) = Dg(yr)(2)]| < ,,,—52 121l

pentru orice z € RP, de unde
pe V.

g;’f sunt continue in 3, adici g este de clasi C!
J

Exercitii
1. Fie f : R? — R?, dati de

flz,y) = (z + 9,27 + ay),

pentru orice (z,y) € R2

Calculati Df.

Sa se arate cd Df este injectiva daca si numai dacd este surjectiva, iar
acest fapt are loc dacd si numai daci a # 2.

S4 se determine imaginea prin f a multimii {(z,y) € R? | 0 <z < 1si
0<y<l1}pentrua=1,a=2sia=3.

2. Fie f : R? — R?, dati de

f,y) = (2, 2y) = (u,v),

pentru orice (z,y) € R2
S4 se traseze curbele x = ct, y = ct (in reperul uOv), u = ct gi v = ¢t (in
reperul xOy).
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Este f injectiva? Dar surjectiva?

S4 se arate cd pentru x # 0 existd o vecindtate a lui (x,y) pe care f este
injectiva si astfel ca imaginea prin f a acestei vecindtiti sa fie o vecinatate
alui f(x).

Care este imaginea prin f a multimii {(z,y) e R? | 1<z <2510<y <
2}7

Dar preimaginea prin f a multimii {(u,v) € R? |1 <u <2510 <0v <2}?

3. Fie f : R? — R?, dati de

f(xay) = (1'2 - y2,293y) = (u,v),

pentru orice (z,y) € R2

S& se traseze curbele x = ct, y = ct (in reperul uOv), u = ct gi v = ¢t (in
reperul zOy).

Sd se arate cd orice (u,v) # (0,0) este imaginea prin f a doua puncte
(x,y), deci f nu este injectiv.

S# se arate cd f este local injectiva in orice punct diferit de (0, 0).

Care este imaginea prin f a multimii {(z,y) e R? | 1<z <1510<y <
1}7

Dar preimaginea prin f a multimii {(u,v) € R? |1 <u <2510 <0v <2}?

4. Fie f : R — R, data de

o+ 22%sind, 2 #£0
f(l‘)—{ 07 r=0"

S se arate cd Df(0) este injectivdl, dar ci f nu are inversi in jurul lui
(0,0).

5. Fie f : R? — R? o functie de clasd C' inversabild. Este adevirat c#
D f(x) este bijectivd, pentru orice z € RP?

6. Fie f : RP — RP diferentiabild pe o vecindtate a lui ¢, astfel incat
Df(c) are inversd. Este adevirat cd f are inversd in jurul lui ¢?

7. Fie f : R? — RP? diferentiabild in ¢, astfel incat are inversa diferentia-
bild in f(c). Este adevirat c& D f(c) este injectiva?

8. Fie f : R? — R diferentiabila pe o vecinitate a lui c astfel incat pentru
orice ¢ € R, ¢ > 0, existd §. € R, . > 0, astfel ca, pentru ||z —¢|| < d.,
avem || Df(z)(z) — Df(c)(2)| < ez, pentru orice z € RP.

S& se arate cd f are derivate partiale continue in c.

9. Fie Ly : R? — R? o aplicatie liniara si injectiva. S& se arate ca existd
a € R, a > 0 astfel incat, orice aplicatie liniara L : R? — RY, cu proprietatea
cd [|L(z) — Lo(2)|| < a]|z||, pentru orice z € RP, este injectiva.
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10. Fie Ly : R? — RY o aplicatie liniara si surjectiva. Sa se arate ca exista
8 € R, B > 0 astfel incat orice aplicatie liniara L : RP — R?, cu proprietatea
cd | L(2z) — Lo(2)|| < B||z||, pentru orice z € RP, este surjectiva.

11. Fie f : R? — R?, dati de

f(z,y) = (zcosy,zsiny),

pentru orice (z,y) € R2
S& se arate cd, pentru orice zo > 0, existd o vecindtate a lui (xg,yo) pe
care f este injectiva, dar ca existd o infinitate de puncte care au ca imagine,

prin f, pe f(zo, yo)-
Teorema functiilor implicite

Sa& consideram o functie F' definitd pe o submultime a lui R? x R? cu
valori in RP.

Identificand pe R? x R? cu RP™ nu este necesar si definim ce inseamné
cd F' este continui, diferentiabil sau de clasi C! intr-un punct.

S& presupunem ci

F(SC(), yo) = O]Rp.

Problema functiilor implicite este de a rezolva ecuatia
F(l’, y) = ORP

pentru una dintre variabile, sd zicem x, in termeni de cealaltd variabild, i.e.
sd gdsim o functie ¢, definitd pe o submultime a lui R? cu valori in R?, astfel
ca

¢(yo) = o
si
F(@(y)v y) = OR”:

pentru orice y din domeniul de definitie al lui ¢.

Este natural sa presupunem ca F' este continud intr-o vecindtate a lui
(20, Yo) si si sperdm c& p este continud intr-o vecindtate a lui ypo.

Chiar dacd F este de clasd C! intr-o vecinitate a lui (o, yo), existenta si
unicitatea unei solutii continue ¢ pe o vecindtate a lui yo nu este asigurata.

Spre exemplu, pentru p = ¢ = 1 si pentru functia

F(Zlf,y) = 1132 _y27
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avem doud solutii continue corespunzitoare punctului (0,0), anume

ei(y) =y
si
©oy) = —;
de asemenea avem solutii discontinue, ca de exemplu
, yeQ

s ={ " VS

Functia
G(z,y) =y —a?

are doud doud solutii continue corespunzitoare punctului (0,0), dar nici una
dintre ele nu este definitd pe o vecindtate a lui (0, 0).
Functia
0, z=0
Hz,y) ={ y—adsin(2), z#£0°
este de clasid C! intr-o vecindtate a lui (0, 0), dar nu are nici o solutie continu
definitd pe o vecindtate a lui y = 0.

Pentru toate aceste trei exemple, derivata partiald in raport cu variabila
x se anuleazd in punctul considerat.

In cazul p = ¢ = 1 conditia suplimentar# care trebuie impus# pentru a
asigura existenta si unicitatea solutiei este ca aceastd derivatd partiald in
raport cu variabila x si nu se anuleze in punctul considerat.

In cazul general, si observim c# derivata DF (x0,%0) este o aplicatie
liniara din R? x R? in R? care induce o aplicatie liniard L : RP — RP, data
de

L(u) = DF(xq, yo)(u, Oga),

pentru orice u € RP.

L este derivata partiald a lui F' in raport cu z in punctul (xg, yo)-

Conditia suplimentard care trebuie impusa pentru a asigura existenta si
unicitatea solutiei este ca L sa fie bijectivi.

Utilizadnd o eventuald translatie, se poate presupune, fara pierderea gen-
eralitétii, cd (zo,yo) = (0,0).

Problema de mai sus poate fi interpretatd si in termeni de coordonate
astfel:
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dacd © = (21, ....,xp) sty = (v1, -..., yy), ecuatia
F(z,y) = Oy,
capatd forma unui sistem de p ecuatii cu p + ¢ necunoscute, anume
L1y ey Tp

si
Y1y -3 Yqs

mal precis, avem
fi(@r, s Tp Y1, e Yg) =0

fo(@1, o Tpi Y1, ooy yg) = 0.

Se intelege aici c4 sistemul este verificat de (21, ..., Zp; y1, ..., yy) = (0,0,...,0 :
0,....0) si cd dorim s& aflim x4, ...., z, in functie de y, ..., y,, cel putin pentru
cazul in care y;-urile sunt mici.

Se presupune c& derivatele partiale ale functiilor f; in raport cu toate cele
p + ¢ variabile sunt continue in vecinitatea lui zero si ca

A frs s [p)

a($1,...,l‘p) %0

1(0;...,0)

Atunci vom ardta cd existd functiile ¢y, ..., p, continue in (y1,-.yq) =
(0, ..., 0) astfel cd dacd vom inlocui in sistemul initial pe z1 cu ¢, (Y1, .--Yg)s---
pe 7, cu @, (Y1, -..Y,), obtinem o identitate in y, ...y,

Teorema functiilor implicite. Fie F o functie, definita pe o sub-
multime a lui RP x R cu valori in RP, de clasd C' pe o vecindtate a lui
(O]Rp, O]Rq) .

Sa presupunem cd F(Orp,Ore) = Oge §i cd aplicatia liniard L : RP — RP,
data de

L(u) = DF(ORp, ORq)(u, ORq),

pentru orice u € RP, este bijectivd.
Atunci existd o functie o, definitd pe o submultime a lui RY cu valori in
R?, de clasd C' pe o vecindtate W a lui Oga, astfel ca

gO(O]Rp) = O]Rq
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§i
F(o(y),y) = Ogr,

pentru orice y € W.
Demonstratie. Fie functia datd de

H(z,y) = (F(z,y),v),

definitd pe o vecindtate a lui (Oge, Ore) cu valori in RP x RY.
H de clasi C! pe o vecindtate a lui (Ogs, Oga) si

DH (Ogp,Ora)(u,v) = (DF(Oge, Ora)(u, v),v).
Deoarece L este bijectivi,
DH(Ogp,Ogq) : RP x RT — RP x RY,

este bijectiva.

In conformitate cu teorema de inversiune locald, exist# o vecingtate U a lui
(Oge, Oge), agsa incat V' = H(U) este o vecindtate a lui (Ogp,Ore), H : U — V
este bijectiva, iar inversa sa, G : V' — U, este continud.

Mai mult, G este de clas# C! pe V, iar diferentiala sa, intr-un punct din
V', este inversa diferentialei lui H in punctul corespunzétor din U.

Functia G este data de

G(*Tvy) = (Gl(xvy)vy)7

unde G este de clasd C! pe V, cu valori in RP.
Fie W o vecinitate a lui Orq astfel incat, dacid y € W, atunci (Oge,y) € V
si fie p: W — RP, datd de

¢(y) = G1(Ops, ),

pentru orice y € W.
Pentru (z,y) € V, avem

(ill,y) = (HO G)(*Tvy) = H(Gl(xvy)vy) =
= (F(Gl(xay)>y)>y)

In particular, pentru z = Ogy, obtinem
(ORP> y) = (F(Sp(y)a y)> y)7
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pentru orice y € W.
Prin urmare

Ore = F(¢(y),9),

pentru orice y € W.
Deoarece G este de clasi C! pe V, rezultd cd ¢ este de clasi C! pe W.
O

Observatie. Este util s avem o formuld explicita pentru diferentiala lui
@. In acest scop, sd introducem derivatele partiale ale lui F. Pentru (a,b) €
R? x R? suficient de aproape de (Ogr,Orq), definim D,F(a,b) : RP — RP ca
fiind aplicatia liniara definitd prin

D,F(a,b)(u) = DF(a,b)(u,Ogq),

pentru orice u € RP.
Similar D,F(a,b) : R? — RP este aplicatia liniard definitd prin

D,F(a,b)(v) = DF(a,b)(Oga,v),

pentru orice v € RP.
Sda observam ca

DF(a,b)(u,v) = D, F(a,b)(u) + DyF(a,b)(v). (*)
Corolar. In conditiile teoremei de mai sus, pentru orice y € W, Do(y) :
R? — RP este aplicatia liniard definitd prin

Do(y) = —(D:F(e(y),y)) " o (DyF(p(y). y))-

Demonstratie. Fie K : W — RP x R? definitd prin

Atunci F o K este Or» pe W.
Mai mult, pentru orice y € W, avem

DK(y)(v) = (Dp(y)(v),v),

pentru orice v € RY.
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Atunci
Ore = D(F o K)(y),

de unde, folosind (*), obtinem

Ore = Do F'(¢(y),y) © Dp(y) + Dy F(0(y),y),

pentru orice y € W.
Tinand cont de faptul ca D,F(¢(y),y) este inversabild, se deduce con-
cluzia.

Exercitii
1. Fie F: R xR — R, data de

F(:lj‘,y) :xQ_ya

pentru orice (z,y) € R x R.
Sa se arate ci este de clasi C! pe o vecindtate a lui (0, 0), dar c& pentru nici
o vecindtate a lui (0, 0) nu existd o functie continud ¢ astfel ca F'(¢(y),y) = 0.
2. Fie F : R2xR*— R?, dat# de

F((z1,22), (y1,92)) = (27 — T2y1 + Y2, 21y + 25 — 11),

pentru orice ((z1,22), (y1,%2)) € R x R.

S& se determine punctele ((x1, x2), (y1,y2)) € R x R in jurul cirora poate
fi rezolvata ecuatia F'((z1,%2), (y1,%2)) = (Orz, Or2), afland x ca functie de y.

Sa se calculeze diferentiala solutiei.

3. Si se aplice teorema functiilor implicite pe urméatoarele ” contexte”:

Hutv=z+y, zut+yv=1,72%, %Z’ & g—z =7.

i) 222 + 2y% + 22 — 8xz — 2+ 8 =0, dz =7.

iii) (y + 2)sinz — y(z +2) =0 = zsinz %2 — y2g—; =0.

4. Pentru

1 = rCosp,

T = T8In (; COS P,
23 = 1 sin @ Sin @, CoS Y5,
Tp—1 = T SIN (P SIN Py... SIN Y, 5 COS P,,_1,

Ty, = TSN SIN Py... SN, _,SINY, |,
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unde r € [0, R], ¢1, -, Yp_s € [0,7], ©,_; € [0,27], s& se determine

(1, ..., Tn)
8<T7 P15 ey S0n71> '
REZUMAT

Fie f : D CRP — R%si c € D. Daca derivatele partiale de prim
ordin existd si sunt continue in ¢ spunem ci f este de clasi C! in
c. Dacd Dy C D si f este de clasd C! in orice punct din D,, atunci
spunem ci f este de clasd C! pe D,.

Fie f: D CR? — R?si c € D. Daca f este de clasi C! pe D si
Df(c) este injectiva, atunci existd 0 € R, 6 > 0, astfel incat f; este
injectiva, unde U = {z € R? | ||z — ¢| < 6}

Fie f : D CRP — R?gic € D. Daci f este de clasi C! pe D
si Df(c) este surjectivd, atunci existd «, 5 € R, astfel incat pentru
orice y € RY cu proprietatea ci ||y — f(c)|| < f, existd € RP aga incat
o —ell < asi f(@) = -

Fie f : D = D C R? — R? de clasd C' pe D astfel ca Df(z) este
surjectivd, pentru orice x € D. Atunci f(D) este deschisi. Mai

mult, pentru orice G = é C D, f(G) este deschisa.

Fie f: D = D C R? — R? de clasd C! pe D, c € D, astfel incat D f(c)
este injectiva. Atunci exista U, o vecinatate a lui ¢, cu proprietatea
cad V = f(U) este o vecindtate a lui f(c), f: U — V este bijectiva, iar
g=f1:V — U este continui. Mai mult, g este de clasi C! pe V si
dacdy € V, iar z = g(y) € U, atunci Dg(y) = D(f")(f(z)) = (Df(z))".

Fie F' o functie, definita pe o submultime a lui R? x R? cu valori
in R?, de clasi C! pe o vecinitate a lui (Ogs,0g). S3 presupunem ci
F(Orr,Oga) = Ogr si c&d aplicatia liniard L : R? — RP, datd de L(u) =
DF(Ogp, Ogq)(u, Ore), pentru orice u € R?, este bijectivi. Atunci exista
o functie ¢, definita pe o submultime a lui R? cu valori in R?, de clasa
C! pe o vecindtate W a lui Orq, astfel ca ¢(Ors») = Ore si F(0(y),y) = Ogos,
pentru orice y € W.
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PUNCTE DE EXTREM

Teorema lui Fermat-cazul multidimensional
Criteriu de stabilire a punctelor de extrem pentru functii de mai
multe variabile
Extreme cu legaturi. Teorema multiplicatorilor lui Lagrange

In continuare vom discuta problema stabilirii punctelor de extrem ale
unei functii cu domeniul din R? gi codomeniul din R, precum si metoda
multiplicatorilor lui Lagrange pentru a determina punctele de extrem ale
unei functii care are variabilele supuse la diverse restrictii.

Teorema lui Fermat-cazul multidimensional

Prezentam un analog al teoremei lui Fermat pentru functii de mai maulte
variabile.

Definitie. Fie f: D — R, unde D CRP g1 c € D.
Punctul ¢ se numeste punct de mazxim local (relativ) al functiei f, daca
existd § > 0, astfel incat pentru orice x € B(c,0) N D, avem

fle) = f(=).

Punctul ¢ se numeste punct de minim local (relativ) al functiei f, daca
exista 6 > 0 astfel incdt pentru orice x € B(c,d) N D, avem

fle) < f(=).

Punctele de mazxim local gi cele de minim local se numesc puncte de extrem
local.

Teorema lui Fermat-cazul multidimensional. Fie f : D C RP —

R st ¢ € D. Dacd c este un punct de extrem local al lui f, iar f este
diferentiabild in c, atunci
Df(c) =0.

Demonstratie. Orice restrictie a lui f, la o dreapté, care trece prin ¢, are
un punct de extrem in c.
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Prin urmare, teorema lui Fermat ne asigura cd derivata in ¢, dupa orice
directie, este nula.
In particular,

aof . _of , . Of
pr c _8—:(:2(6) =..= a:Cn(c) =0,
de unde
Df(c)=0.0

Definitie. Fie f: D CRP - R gi c € D. Daca Df(c) =0, atunci ¢ se
numeste punct critic al lui f.

Observatie. Nu orice punct critic este punct de extrem, asa cu aratd
urmdatorul exemplu: f:R?* — R, datd de f(z,y) = xy, pentru orice (x,y) €
R%, si ¢ = (0,0) € R% Un astfel de punct, care este critic, dar nu este de
extrem local, poartd numele de punct sa. In acest exemplu, f restrictionatd
la anumite drepte, ce trec prin origine, are un punct de minim relativ in
(0,0) € R? gi restrictionatd la anumite drepte, ce trec prin origine, are un
punct de maxim relativ in (0,0) € R2. Este posibil ca o functie restrictionatd
la orice dreaptd, care trece printr-un punct critic al functiei, sd aiba puncte
de manim relativ. Prin urmare este util sa dispunem de un criteriu pentru a
stabili daca un punct critic este punct de extrem sau punct sa.

Criteriu de stabilire a punctelor de extrem pentru functii de mai
multe variabile

Prezentam acum o modalitate de a selecta dintre punctele critice pe acelea
care sunt puncte de extrem local.

Teorema (Criteriu de stabilire a punctelor de extrem pentru

functii de mai multe variabile). Fie f : D = l?) C R — R care are
derivate partiale de ordin doi continue gi ¢ € D un punct critic al sdu.
Atunci:
a) daca
D?f(c)(w)* > 0,

pentru orice w # Ogp, atunci ¢ este un punct de minim relativ al lui f.
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b) daca
D*f(c)(w)? <0

pentru orice w # Ogp, atunci ¢ este un punct de maxim relativ al lui f.
¢) dacd existd wy, wy # Oge astfel incadt

D*f(e)(w1)* >0
1
D?f(e)(w2)* <0,

atunci ¢ este un punct sa pentru f.
Demonstratie. a) Deoarece f are derivate partiale de ordin doi continue,
existd m € R, m > 0, astfel ca

D*f(c)(w)* = m

pentru orice w € R?, |Jw|| = 1.
Din acelasi motiv, existd 6 € R, § > 0, astfel incat pentru orice u € R?,
cu |lu —c¢|| < d, avem

D*f(u)(w)? > 7,
pentru orice w € R?, |Jw|| = 1.
Pentru w € RP, ||w|| = 1, conform teoremei lui Taylor, pentru ¢ € [0, 1],

existd ¢, pe segmentul de capete c si ¢ + tw, astfel ca
1
fle+tw) = fle) + Df(e)(tw) + 5 D*f(2) (tw)”.

Prin urmare, pentru w € R?, ||lw|| =1sit € [0,0) avem

ot tu) — f0) = £ D @) > 22 0

deci ¢ este un punct de minim relativ al lui c.
b) Se justifica similar.
c) Fie wy, ws # Ogp astfel incat

|wi]| = [Jwe]| = 1,

D?f(c)(wy)* > 0
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si
D?f(c)(wq)* < 0.

Atunci, exista ¢, astfel incat

fle+twy) > f(e)

si
fle+twy) < f(c),

deci ¢ este punct sa al lui f. [J

Observatie. Rezultatul precedent aratd cd natura punctului critic ¢ este
determinatd de forma pdtraticd D? f(c)(w)?.

In particular, este important de stabilit dacd aceastd functie ia valori de
semmne contrare sau dacd valorile ei au acelasi semn.

Cu notatia
ﬁL(C) _2f
Ox10x1 arbjaxl
A; = ,
2f 2f
8:E18:E]' <C) arbjarbj (C)
unde j € {1,2,...,p}, avem:
a) daca Ay, Ay, ..., A, > 0, atunci ¢ este un punct de minim relativ al

lui f.

b) daca Ay < 0, Ay >0, ..., (=1)PA, > 0, atunci ¢ este un punct de
mazim relativ al lui f.

c) dacd Ay, Ag, ..., A, >0 (sau Ay <0, Ay >0, ..., (=1)’A, >0)
gi exista j € {1,2,...,p}, astfel ca A; = 0, atunci nu se poate trage nicio
concluzie (a se vedea in acest sens exercitiul 4).

d) in celelate cazuri ¢ este un punct sa al lui f.

Detalii privind observatia de mai sus se pot gasi in Constantin Meghea,
Irina Meghea, Tratat de Calcul Diferential si Calcul Integral pentru
Invitimantul Politehnic, Editura Tehnica, Bucuresti, 1997, pagina 451.

Vom demonstra aceastd afirmatie in cazul p = 2.
Asadar avem de studiat forma patratica

Q = Ax? + 2Bxy + Oy
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Daca
A=AC — B?* >0,

atunci
A#0
si avem )
Q(,y) = Z[(Az+ By)* + (AC = By,

deci semnul lui () este dat de semnul lui A.
Pe de altd parte, daca

A=AC - B?* <0,

atunci:

i) pentru A # 0, Q(1,0) = A si Q(B,—A) = A(AC — B?);

ii) pentru A =0, C' # 0 sau A = C' = 0 se aratd similar c& aplicatia @ ia
atat valori strict pozitive, cat si strict negative.

Prin urmare avem urmétorul:
(0]

Corolar. Fie f: D =D C R? — R care are derivate partiale de ordin
dot continue, ¢ € D un punct critic al sdu si
0*f 0*f 0*f 9
N axax(c) 8y8y(c) B (ayax(c)) '

Atunci: ,
a) daca A >0 gi 82:5;(0) > 0, ¢ este un punct de minim relativ al lui f.

b) daca A >0 gi 88:8];(0) < 0, ¢ este un punct de mazxim relativ al lui f.
¢) daca A < 0, ¢ este un punct sa al lui f.

Observatie. Matricea

9% f ( ) 9%f
0x10x1 : 0zp0x1
C o e
0x10zp <C) T OzpOzp (C)

numitd Hessiana functier f in punctul c, este cea care permite selectarea
punctelor de extrem dintre punctele critice.
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Nota istorica. Otto Hesse s-a niscut in 1811 la Konigsberg, Prusia (azi
Kaliningrad, Rusia). Aici urmeaza gimnaziul gi Universitatea unde studiaza
matematica si stiintele naturii, avindu-i ca profesori pe Jacobi si Bessel. Sub
indrumarea lui Jacobi obtine titlul de doctor in matematicd in 1840. In 1845
este numit profesor la Universitatea din Konigsberg, in 1855 la Universitatea
din Halle, in 1856 la Universitatea Ruprecht-Karls din Heildelberg, iar in
1868 la Politehnica din Miinchen. Printre studentii lui Hesse trebuie amintiti
Gustav Kirchhoff, Rudolph Lipschitz si Ernst Schroder. A fost membru al
Academiei de Stiinte din Berlin (din partea céreia a primit premiul Steiner),
al Academiei de Stiinte din Gottingen, al Academiei Bavareze de Stiinte si
al London Mathematical Society. A murit in 1874.

Extreme cu legituri. Teorema multiplicatorilor lui Lagrange

Péana in prezent am discutat situatia in care punctele de extrem ale unei
functii cu valori reale se afli in interiorul domeniului de definitie D C RP. Nici
una dintre consideratiile anterioare nu se aplica in cazul in care punctele de
extrem se afla pe frontiera domeniului de definitie al functiei. Daca frontiera
domeniului de definitie al functiei f poate fi parametrizata cu ajutorul unei
functii ¢, atunci problema se reduce la studiul extremelor functiei fop. Daca
S este o suprafatd continutd in domeniul D de definitie al functiei f cu valori
reale, suntem nevoiti, de multe ori, sd determindm extremele functiei fs.
Spre pildd, pentru D = R" si f(x) = ||z||, pentru orice € RP, problema de
mai sus revine la a determina punctele de pe S, care sunt cele mai departate
sau apropiate de origine. Dacd S poate fi parametrizatd cu ajutorul unei
functii o, atunci problema, ca mai sus, se reduce la studiul extremelor functiei
fop. De multe ori insd, aceastd abordare nu este cea mai nimerita. Ca atare,
dorim s& elabordm o altd procedura pentru rezolvarea acestei probleme. S&
presupunem ci existd o aplicatie g, astfel ca S = {z € D | g(x) = 0} =
g '({0}). Dorim s determindm extremele relative ale functiei fig. Dac# f si
g sunt de clasi C! pe o vecindtate a unui punct ¢ din D si Dg(c) # 0, atunci
o conditie necesar# ca c si fie un extrem relativ al lui f|s este ca Dg(c) s4 fie
un multiplu de Df(c). In limbajul derivatelor partiale, existi A € R, astfel
incat 8%(0) = )\8‘97"1(0), s (;‘—x{)(c) = )\aa—x’;(c). Practic dorim s& determinim
c. A, numit multiplicator Lagrange, este de asemenea o necunoscuti. Cele p
ecuatii anterioare, impreund cu ecuatia g(c) = 0, formeazi un sistem cu p+ 1
necunoscute, anume cy, ..., ¢, si A, unde ¢ = (¢, ..., ¢,). Mai precis avem:

Teorema multiplicatorilor lui Lagrange. Fie f si g de clasd C' pe
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D CRP, cu valori in R g1 ¢ € D, asa incdt

g(c) =0.

Sa presupunem ca existd Vy o vecindtate a lui c, astfel ca

flx) < flo),

(sau f(x) > f(c)) pentru orice x € Vi cu proprietatea suplimentard g(x) = 0.
Daca Dg(c) # 0, atunci exista A € R, astfel ca

Df(c) = ADg(c).

Demonstratie. Fie F': D — R? dat# de

pentru orice x € D.
F este de clasi C! si

DF(x)(w) = (Df(z)(w), Dg(x)(w)),

pentru orice w € RP.

Mai mult, x € S = {z € D | g(zr) = 0} dacd si numai dacid F(z) =
(f(x),0).

S& presupunem cd g(c) = 0 si cd existd Vj o vecinitate a lui ¢, astfel ca
f(z) < f(c) pentru orice x € V; cu proprietatea suplimentard g(x) = 0. (¥)

Atunci DF(c) : R? — R? nu este surjectiva, cici altminteri, in confor-
mitate cu teorema de surjectivitate local¥, existi ¢ € R, ¢ > 0, si V' C 1},
o vecindtate a lui ¢, astfel ca pentru orice ((,0) cu proprietatea f(c) < ¢ <
f(c) +e, existd u € V', astfel ca F(u) = ((,0), i.e. f(u) = ¢ sig(u) =0,
ceea ce contrazice (*).

Prin urmare, cum DF'(c) # 0, deducem c& DF'(c)(IRP) este o dreaptd din
R? care trece prin origine.

Pe de altd parte, Dg(c) # 0, deci existd wy € RP, astfel incat

Dyg(c)(wo) # 0,

de unde w
DF(C)(DQ(C)(W)O(U)O))) =
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Dg(c)(wo)

>>,Dg<c><DgL>> — (A1),

= (Df(e)( Bl

unde
A= Df(e)(Dg(c)(wo))-
Atunci DF(c)(w) = (D f(x)(w), Dg(z)(w)) si (A, 1) se gdsesc pe o dreapti
ce trece prin origine, deci

Df(c)(w) = ADg(c)(w),

pentru orice w € R? i.e.
D f(c) = ADg(c).

Observatie. Conditia Df(c)(w) = ADg(c)(w), pentru orice w € RP, se
mai poate scrie sub forma
of of

8—;1;1(6)w1 + ...+ a—xp(C)wp = )\[

99

dg
o, (wy + ... + ==—(c)w,).

oz,

Alegind w; = e;, i € {1,2,...,p}, obtinem

of /v _ 9y
8x1 ¢ —)\8$1<C),

OF () =229 ),

Oz, Oz,
care tmpreund cu ecuatia g(c) = 0, formeazd un sistem de p+1 necunoscute,
anume ¢y, ..., ¢, §i A, unde ¢ = (cq, ..., Cp).

Exemplu. Sa se determine punctul din planul 2x + 3y — z = 5 care este
cel mai apropiat de origine.

Vom minimiza functia f : R — R, datd de f(z,vy, 2) = 2%+y*+22, pentru
orice (z,y,2) € R?® (functie care furnizeaza pitratul distantei de la origine
la punctul (z,y, 2)), supusi la restrictia datd de functia g : R® — R, unde
g(z,y,2) = 22+ 3y — 2 — 5, pentru orice (z,y, z) € R (anume g(z,y, z) = 0).

Obtinem sistemul 2x = 2X, 2y = 3\, 22 = =\, 2x+3y—2—5 =0, cu
necunoscutele x, y, z si \.

Solutia este (2,12, —2).
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Observatie. Metoda lui Lagrange prezentatd mai sus furnizeazd o conditie
necesard, iar punctele obtinute pot fi maxime relative, minime relative sau sd
nu fie extreme relative. In aplicatii, stabilirea naturii acestor puncte se poate
baza pe considerente geometrice sau fizice; in alte cazuri acest studiu poate
conduce la analize foarte subtile.

Observatie. Metoda lui Lagrange prezentatd mai sus poate fi extinsd la
cazurile in care existd mat multe "constringeri”, introducind cdate un multi-
plicator Lagrange suplimentar pentru fiecare constringere suplimentard.

Observatie. Mai multe amanunte privind aceastd metode se pot afla
consultand articolul "Metoda multiplicatorilor lui Lagrange”, Gazeta Matem-
atica, Seria pentru Informare Stiintifica gi Perfectionare Metodicd, Nr.4,
2004, p.319-339.

Exercitii

1. (Generalizare a teoremei lui Rolle). Fie f: {z € R? | ||z|| < 1} = R
o functie continud, diferentiabild in orice punct interior al domeniului de
definitie si astfel ca f(z) = 0, pentru orice x € R?, cu ||z|| = 1.

S& se arate ca existd un punct interior al domeniului de definitie, fie el ¢,
astfel ca Df(c) = 0.

2. Fie D CR", n € N, n > 2, o multime deschisa si f: D — R o functie
continud, derivabild in punctul zy € D, astfel incat f,(xo) # 0. S& se arate
cd pentru orice vecindtate V', a lui xzg, existd © € V, v # x¢ astfel incat
f(@) = f (o).

3. Pentru functia f : R? — R, dati de

flz,y) = 2* + day + 7,

pentru orice (z,y) € R?, si se arate ci originea este un punct sa.
4. Pentru functia f : R? — R, dati de

flz,y) =2+,

pentru orice (z,y) € R?, si se arate ci originea este un punct minim relativ
sicd A(0,0) = 0.

Sd se arate cd originea este un punct maxim relativ si cad A(0,0) = 0,
pentru — f.
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Pentru functia f : R? — R, data de
fla,y) =2t =y,

pentru orice (z,y) € R?, si se arate ci originea este un punct sa si ci
A(0,0) = 0.
5. Pentru functia f : D = {(z,y) e R? | z > 0,y > 0} — R, datd de

1 1
f(z,y) = = + =+ cay,
Ty

pentru orice (x,y) € D, si se determine punctele critice i s se stabileascd
natura lor (de minim, de maxim, sa).
6. Fie (71,11), ..., (T, yn) € R?. Sa se determine o aplicatie liniard F'(z) =

Az + B, z € R, astfel ca > [F(z;) — y;]* sd fie minima.
=1

I se numeste ”liniarizarea optima” a celor n puncte date, in sensul celor
mai mici patrate.
7. Sa se arate cd o functie f : D = D C R? — R, unde D este marginita,

9% f
j:l azjaxj

care este armonicd (i.e. (x) = 0, pentru orice x € D) nu are puncte

de extrem relativ din interiorul lui D.
8. Pentru functia f : R? — R, dati de

flz,y) = (y — 2%)(y — 22%),

pentru orice (z,y) € R?, si se arate ci originea nu este un punct de extrem
relativ, dar cd f are ca punct de minim pe (0,0) de-a lungul oricérei drepte
x = at,y = ft, t € R care trece prin (0,0).

Acest exemplu aratd cd nu putem spera sd rezolvam problema determindrii
punctelor de extrem ale unet functit de doud variabile prin reducerea la cazul
1-dimensional.

9. Si se determine punctele de extrem pentru functiile:

i) f:R® - R, datd de

flx,y,2) =2+ 9> + 22 —ay + 2 — 22,

pentru orice (z,y, 2) € R3;
i) f:{(z,y,2) €R®| z,y,2 > 0} — R, data de

22202
floy2)=o+ L+ =45,
dc y z
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pentru orice (z,y, z) € R3;
10. S# se arate cd functia f : R? — R, dat# de

flo,y) =a® —y* +2e7",

pentru orice (z,y) € R?, nu admite puncte de extrem global.
11. S# se determine extremele globale ale functiei f : {(z,y) € R? |
2?2 +y* <1} — R, datd de

f(z,y) = x4 2xy.

REZUMAT

Fie f: D CRP —- R si c € D. Daca c este un punct de extrem
local al lui f, iar f este diferentiabili in ¢, atunci D f(c) = 0.

Fie f: D CR? — Rsice D. Dacd Df(c) =0, atunci ¢ se numeste
punct critic al lui f.

Fie f : D = B C R? — R care are derivate partiale de ordin
doi continue si ¢ € D un punct critic al sdu. Atunci: a) daci
D%f(c)(w)?* > 0, pentru orice w # Ogs, atunci ¢ este un punct de
minim relativ al lui f; b) dacd D?f(c)(w)? < 0, pentru orice w # Ogp,
atunci ¢ este un punct de maxim relativ al lui f; c) daci existd
wy,wy # Ope astfel incat D?f(c)(w;y)? > 0 si D?f(c)(w2)? < 0, atunci c
este un punct sa pentru f.

1 (c) 1
0x10z1 O0x;0x
Cu notatia A; = , unde j € {1,2,....p},
92 92
da?lng< > 8;8{1/’]- (C)
avem: a) dacad A, A,, ..., A, > 0, atunci ¢ este un punct de minim
relativ al lui f; b) dacid A; < 0, Ay > 0, ..., (—1)?A, > 0, atunci ¢
este un punct de maxim relativ al lui f; ¢) daca A, Ay, ..., A, >0

(sau A; <0, Ay >0, ..., (—1)?PA, > 0) si exista j € {1,2,...,p}, astfel
ca A; = 0, atunci nu se poate trage nici o concluzie; d) in celelate
cazuri c este un punct sa al lui f.

Fie f si g de clasa C! pe D C R?, cu valori in R si ¢ € D, asa incat
g(c) = 0. S&a presupunem ci existd V; o vecinitate a lui ¢, astfel ca
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f(x) > f(e), (sau f(z) < f(c)) pentru orice x € Vj cu proprietatea
suplimentara g(z) = 0. Dacd Dg(c) # 0, atunci existd \ € R, astfel

ca Df(c) = ADg(c).
Bibliografie

1. Robert G. Bartle, The Elements of Real Analysis, John Wiley &
Sons, Inc., New York-London-Sydney, 1964.

382



INTEGRABILITATE

383



INTEGRALA RIEMANN-STIELTJES

Notiunea de functie integrabila Riemann-Stiletjes in raport cu
alta functie
Proprietatile de liniaritate si de aditivitate de domeniu pentru
integrala Riemann-Stiletjes
Teorema de integrare prin parti pentru integrala
Riemann-Stieltjes
Clase de perechi de functii (f,g) pentru care f este integrabila
Riemann-Stieltjes in raport cu g
Problema permutarii limitei cu integrala
Teorema de reprezentare a lui Riesz

Originile integralei pot fi urmarite departe in trecut. Ele sunt legate de prob-
leme geometrice ca definirea si determinarea lungimii unei curbe, a ariei unei figuri
plane sau a unei suprafete in spatiu, a volumului unui corp solid sau de prob-
lema determinarii centrului de greutate al unei figuri plane sau al unui corp solid.
Cercetdri de acest fel urcd pand in antichitatea greacd (Eudox din gcoala lui Pla-
ton, secolul al IV-lea 1. C. si Arhimede, din scoala din Alexandria, secolul al III-lea
i. C.) si sunt cunoscute acum sub numele de metoda exhaustiei, adoptat in secolul
al XVII-lea.

La o notiune foarte importanta se ajunge de obicei din mai multe directii, dupa
cum si impactul ei se manifestd in mai multe domenii. Asa s-a intdmplat si cu
integrala. Dacd itinerarul ei geometric incepe incd in Antichitate, originea cine-
maticd se cristalizeaza abia in secolul al XIV-lea, in legdturd cu studiul migcarilor
neuniforme.

Newton impune primatul functiei primitive si legdtura dintre primitiva gi arie,
pe baza unui algoritm deosebit de simplu.

Contrar lui Newton, G.W. Leibniz are ca punct de plecare, in problema ariilor,
operatia de limita a unei sume.

Abia fratii Bernoulli introduc, pe la 1690, termenul de integrald, pe care-l
adoptd si Leibniz si care corespunde la ceea ce numim azi primitiva.

b
Notatia f f(z)dz pe care o folosim azi pentru integrala definit4 a fost introdusa

a
in 1816 de citre Fourier.
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Pani la Cauchy, problema existentei integralei sau primitivei nu era distincta
de problema evaludrii lor. ...(Cauchy) obtine prima demonstratie a existentei prim-
itivei pentru orice functie continui.

In 1845 un nou pas important in clarificarea ideii de integral# este realizat de
Bernhard Riemann ... . Riemann este primul care incearcd s& definescd integrala
pentru o functie nesupusi a priori nici unei restrictii.

Solomon Marcus, Socul matematicii, Editura Albatros, Bucuresti,
1987, paginile 264-265, 267-268 si 269-270.

If we have waited this long before defining integration, it is because we have
not needed a careful definition. For more than a hundred years, it was enough to
define integration as the inverse process to differentiation. As we saw in the last
section, this is no longer sufficient when we start using Fourier series. We need a
broader and clearer definition. Fourier’s solution, to define the definite integral in
terms of area, raises the question:what do we mean by "area’? As the nineteenth
century progressed, it became increasingly evident that the right way to define
area was in terms of integration. If we are to avoid circular reasoning, then we
must look elsewhere for our definition.

It was Cauchy who first proposed the modern solution to this problem. He
defined the integral as the limit of approximating sums. He was first to unlink
the definitions of the integral and derivative. We have seen that Archimedes cal-
culated areas by using approximating sums. Leibniz and his successors used these
sums to approximate integrals they could not evaluate precisely. But these were
approximation techniques, not definitions.

Part of the reason that no one used this definition before Cauchy is that it is
ungainly. Following Cauchy, we shall assume that we are working with a continuous
function f on a closed and bounded interval [a, b]. We choose a positive integer n
and an arbitrary partition of [a, b] into n subintervals: a = xo < 11 < T2 < ... <

Zn = b. These subintervals do not have to be of equal length. We form a sum
b

that approximates the value of the definite integral of f from a to b: [ f(z)dx ~

Y f(zj-1)(xj — xj—1). ... Cauchy now defines the value of the definite integral
j=1

to be the limit of all such sums as the lengths of the subintervals approach zero.
It is significant that he does not merely take the limit as n approaches infinity.
. increasing only the number of subintervals is not enough to give us convergence
to the desired value.
A more useful definition of integration was given by Bernhard Riemann in
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"Uber die Darstellbarkeit einer Function durch eine trigonometrische Reihe". ...
this was written after the summer of 1852 when Riemann had discussed questions
of Fourier series with Dirichlet. Its purpose was nothing less than to find necessary
and sufficient conditions for a function to have a representation as a trigonometric
series. Riemann never published it, probably because it raises many new questions
that he was hoping to answer. It appeared in 1867, after his death. ... Cauchy’s
definition was adequate for proving that any bounded continuous function is in-
tegrable. It was also sufficient for a demonstration that any bounded piecewise
continuous function is integrable. Riemann wished to consider even more general
functions, functions with infinitely many discontinuities within any finite interval.
His definition is very similar to Cauchy’s. Like Cauchy, he uses approximating

sums: Y f(25_;)(7; —x;j-1). Unlike Cauchy who evaluated the function f at the
j=1

left-hand endpoint of each interval, Riemann allows approximating sums in which
Ty
appears more difficult to guarantee convergence of these series. In fact, Riemann’s

definition is equivalent to Cauchy’s. Cauchy wanted to be able to prove that any

can be any point in the interval [z,_1, z;]. Because of this extra freedom, it

continuous function is integrable. Riemann was interested in seeing how discontin-
uous a function could be and still remain integrable. ... What Riemann gains in
allowing SC;-?I to take on any value in [xj,l, xj] is greater flexibility. In particular,
it enables him to establish necessary and sufficient conditions for the existence of
the integral.

A Radical Approach to Real Analysis, David Bressoud, The Mathematical
Association of America, 1994, paginile 237-238 gi 250-251.

Notiunea de functie integrabild Riemann-Stiletjes in raport cu
alta functie

Nota istorica. Bernhard Riemann (1826-1866) a fost unul dintre matem-
aticienii de frunte ai secolului al XIX-lea. In scurta sa cariers, el a introdus
idei de o importantd fundamentala in analiza complexd, analiza reald, geome-
tria diferentiald, teoria numerelor si alte domenii ale matematicii. Cercetarile
sale de geometrie diferentiald au constituit baza matematica pentru teoria
generald a relativitatii.

Numele lui Riemann este legat de (probabil) cea mai importantd con-
jencturd nedemonstrata incd, a matematicii zilelor noastre, si anume ipoteza
lui Riemann, care este de o importantd fundamentald pentru distributia nu-
merelor prime.
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Riemann s-a nascut in 1826 in tinutul Hanovrei, mai tarziu parte din
Germania. Inci de la o varsta frageds el isi manifesta interesul pentru istorie
si matematica, fiind incurajat de citre familia sa in acest sens. La varsta de
14 ani intra la gimnaziul din Hanovra, iar doi ani mai tarziu este transferat la
gimnaziul din Liineburg, unde ii este descoperit remarcabilul talent matem-
atic. Schmalfuss, directorul gimnaziului, ii dd lui Riemann o carte de teoria
numerelor scrisa de Legendre. Sase zile mai tarziu, Riemann ii inapoiaza
cartea de 859 pagini spunand: ”Este o carte minunati! Am terminat-o.” Sio
terminase. In 1846, Riemann se inscrie la Universitatea Gottingen. Conform
dorintelor tatalui sidu, incepe facultatea de teologie, dar se transferd curand
la facultatea de filosofie pentru a studia stiintele gi matematica.

Cu toate cd Gauss se afla si el la Universitatea din Gottingen in aceasta
perioadd, probabil ca nu a avut nici un contact personal cu Riemann. Abili-
tatea lui Riemann i-a atras insa atentia altui matematician de la Gottingen,
Moritz Stern. Dupa un an, Riemann se transferad la Universitatea din Berlin,
unde poate beneficia de indrumarile lui Jacobi, Steiner, Dirichlet si Eisen-
stein. Dirichlet a fost cel care 1-a influentat cel mai mult pe Riemann gi care
avea si devind colaboratorul s&u. In 1850, Riemann se intoarce la Gottingen,
unde isi va petrece tot restul carierei.

Dizertatia lui Riemann, alcdtuitd sub supravegherea lui Gauss, in 1851,
are ca subiect fundamentarea analizei complexe.

Urmadtorul pas in cariera academicd a lui Riemann este calificarea ca
Privatdozent (lector). Pentru aceasta, el trebuia si prezinte un Habilitation-
sschrift (eseu) si un Habilitationsvortrag (prelegere). Ambele s-au dovedit a
fi opere matematice insemnate. Pentru Habilitationsschrift, Riemann a ales
ca subiect seriile Fourier, prezentand eseul complet in anul 1853. Cu toate
ca seriile trigonometrice fusesera indelung folosite in astronomie, problema
gasirii solutiilor ecuatiei undelor, care pot fi reprezentate prin astfel de serii,
a constituit subiectul unor largi dezbateri in secolul al XVIII-lea. Problema
de baza era lipsa unei fundamentari a Analizei Matematice. Fourier facuse
in mod extensiv uz de seriile trigonometrice in rezolvarea ecuatiei caldurii,
dar a ficut foarte putine pentru a rezolva aspectele fundamentale. Eseul lui
Riemann a constituit un considerabil progres in aceasta problem4, in primul
rand prin aceea cd a dat primul criteriu de integrabilitate a unei functii,
si apoi prin obtinerea unei conditii necesare pentru ca o functie integrabild
Riemann s poata fi reprezentatd printr-o serie Fourier.

Pentru Habiltationsvortrag-ul sdu, Riemann a propus trei teme, si, con-
trar asteptarilor sale, Gauss a ales-o pe cea de geometrie. Prelegerea lui
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Riemann ”Despre falsele ipoteze aflate la baza geometriei” a fost sustin-
utd pe 10 iunie 1854. Aceastd operd extraordinard introduce (ceea ce acum
se numegte) suprafata Riemann n-dimensionald gi tensorul siu de curburi.
Rezultatele sale sunt folosite, saizeci de ani mai tarziu, in teoria generala a
relativitatii a lui Einstein. Probabil ci singura persoana din audientd care
aprecia adancimea operei lui Riemann era Gauss, care facuse munca de pi-
onierat in geometria diferentiald. Un raport al prelegerii lui Riemann nu a
fost publicat decat in anul 1868, dupa moartea sa.

Cu toate cd Privatdozent-ul putea colecta taxe de la studenti, postul nu
era previzut cu salariu. Cu ajutorul lui Dirichlet, Riemann obtine un mod-
est post renumerat. El nu devine profesor asistent decat in anul 1857, an in
care igi publica cercetirile sale legate de functiile abeliene. Functiile abeliene
fuseserd studiate de citre Abel si Jacobi; ele sunt o generalizare a functiilor
eliptice. Riemann dezvoltd o teorie geometrica care rezolva mai multe prob-
leme remarcabile din acest domeniu. Opera sa il recomandd pe Riemann
ca pe un mare matematician, dar nu fara a-i fi controversat acest titlu. El
foloseste in mod extensiv, fara demonstratie, un principiu variational, numit
principiul lui Dirichlet. Weierstrass avea indoielile sale in legaturd cu acest
principiu, care, dupd moartea lui Riemann, cade in dizgratie. Aceasta stare
de fapt a avut insad consecinte fructuoase. Mai multi matematicieni au gasit
cu succes demonstratii ale rezultatelor lui Riemann fara a folosi principiul
lui Dirichlet, iar principiului in sine i-a fost datd o demonstratie riguroass in
anul 1899 de catre Hilbert.

In 1859, Dirichlet, care era succesor la catedra lui Gauss din 1855, moare
in urma unei boli grave. Riemann este numit in locul siu. In acelasi an,
el este ales membru corespondent al Academiei de Stiinte din Berlin. Ca
nou membru, lui Riemann i se cere s& trimitd Academiei un raport al ac-
tivitatii sale recente. Raportul trimis de Riemann, numit ”Despre numérul
numerelor prime mai mici decdt un numar dat”, este de o importantd fun-
damentald in teoria numerelor. Riemann arata cd diverse rezultate legate de
distributia numerelor prime sunt strans legate de proprietitile analitice ale
functiei zeta. Unele dintre rezultatele sale au fost stabilite in mod riguros de
catre Hadamard si Vallée-Poussin in 1896, insd celebra sa conjecturd a ramas
nedemonstrata pana in prezent.

Nota istorica. Thomas Jan Stieltjes s-a ndscut in 1856 in Olanda. Tatal
siéu era un vestit inginer de constructii civile (printre altele, el este cel care a
construit portul din Rotterdam), doctor al Universitatii din Leiden. Stieltjes
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si-a inceput studiile la Politehnica Delft in 1873. Aici isi petrece mult timp in
bibliotecd citind operele lui Gauss gi Jacobi, fapt care-1 determina sa neglijeze
cursurile gi ca atare s nu poate promova examenele. In 1877 devine asistent
la observatorul astronomic de la Leiden. In urma unei corespondente cu
Hermite, incepe si-si dedice tot mai mult timp cercetirii matematice. In 1885
este ales membru al Academiei Regale de Stiinte din Amsterdam, iar in 1866
primegte titlul de doctor in matematici. In acelasi an este numit profesor la
Universitatea din Toulouse. Este foarte cunoscut in special datoritd lucrarilor
sale privind fractiile continue. A murit in 1895.

Fie f, ¢ : [a,b] — R marginite (aceastd ipotezd se va mentine, fard a mai
fi mentionatd explicit in toatd aceastd sectiune).

O partitie (sau o diviziune) a lui [a,b] este o familie finitd de intervale
inchise, care au in comun cel mult un punct si a ciror reuniune este [a, b].

De obicei, o partitie P a lui [a,b] este descrisd prin specificarea unei

mul{imi finite de numere reale (xg, x1,....,z,) astfel caa = 9 < 71 < ... <
Tp_1 < xp = b, iar intervale sunt [zg, z1], ..., [, Tp_1, Tp].
Punctele g, 1, ...., x,, se numesc punctele diviziunii.

De multe ori termenul de partitie desemneaza atat familia de intervale,
cat si punctele partitiei, deci putem scrie

P = (zo, 21, ..., Tp).

Pentru doud partitii P si @ ale lui [a, b], spunem c& () este o rafinare a lui
P daci orice interval al lui () este continut intr-un interval al lui P, adic4,
echivalent, orice punct al lui P este un punct al lui Q.

Scriem, in acest caz,

PCQ.

Definitie. Fie f,g : [a,b] — R. O suma Riemann-Stieltjes a lui [ in
raport cu g, corespunzdtoare partitiei P = (xg,x1,....,x,) a lui [a,b], are
forma

S(P; f.9) Zf C)(g(xr) = g(wr-1)),

unde C,, € [zx_1, k], pentru orice k € {1,2,...,n}.

Observatie. In cazul in care g(x) = x, pentru orice x € [a,b], obtinem

n
suma Y f(() (@ — k1) care poartd numele de sumd Riemann si care poate
k=1
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fi interpretatd ca suma ariilor dreptunghiurilor cu baza [T_1,xy| $i indltimea
f(Cy). Prin urmare, pentru partitii foarte fine ale lui [a,b] este de asteptat ca
suma Riemann sa genereze o aproximare a “ariei de sub graficul lui f”. Dacd
g(x) reprezintd "masa” intervalului [a,x], atunci g(xy) — g(xr_1) reprezintd
"masa” intervalului [xy_1,xy)|. Asadar, considerand g arbitrard, putem con-
sidera alte tipuri de "magnitudini” (altele decdt lungimea) ale unui interval.

Observatie. Sd remarcam cd suma S(P; f,g) = if((k)(g(xk)—g(xk_l))
=1

depinde de alegerea punctelor intermediare (.. Ar fi poate potrivit sd intro-
ducem o notatie care sd pund in evidentd acest fapt. Nu vom proceda ast-
fel deoarece daca consideram partitia Q@ = (xo,(y, T1,Co, ey Cppy Tn) §i SUMGA
S(Q; f,9), unde punctele intermediare sunt, alternativ, capetele din dreapta
gi din stanga ale intervalelor, avem S(Q; f,q9) = S(P; f,g), deci putem pre-
supune totdeauna cd partitia consideratd are un numdr par de intervale, iar
punctele intermediare sunt alternativ, capetele din dreapta si sténga ale in-
tervalelor.

Definitie. Fie f,g: [a,b] — R. Spunem ca f este integrabild Riemann-
Stieltjes in raport cu g, dacd existd un numdr real I cu proprietatea cd,
pentru orice ¢ € R,e > 0, existd P. o partitie a lui [a,b] astfel ca pentru
orice partitie P, care este o rafinare a lui P. i orice sumd Riemann-Stieltjes
S(P; f,q) corespunzdatoare lui P, avem

1S(P; f,9) = 1| <e.

In acest caz, I este unic determinat, se numeste integrala Riemann-
Stieltjes a lut f in raport cu g i vom nota

I= 7fdg = 7f(t)dg(t)-

In cazul special in care g(x) = x, pentru orice x € [a,b], spunem cd f
este integrabild Riemann.

Observatie. Pentru o mai bund intelegere a definitier de mai sus, cdt st
pentru legdtura et cu notiunea clasicd de integrabilitate Riemann, este nece-
sard rezlvarea exercitiilor 1,2 si 3 din aceastd sectiune.
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Exemple
1. Pentru g, f : [a,b] — R, unde

0, z=a
g() =A{ 1, z¢€(ab’

f este integrabild Riemann-Stieltjes in raport cu g dacéd si numai daci f este
continud in a, caz in care valoarea integralei este f(a).
2. Functia [ : [0,1] — R, datd de

nu este integrabild Riemann.

Pentru studiul fenomenelor mecanice care sunt modelate de integrala
Riemann-Stieltjes se poate consulta Analiza Matematica, Vol. II, Editia
a V-a, Editura Didactica si Pedagogicad, Bucuresti, Lucrare elaborata de un
colectiv al catedrei de analiza matematicd a Universitatii Bucuresti - cota
la biblioteca Facultitii de Matematica si Informatica, Universitatea din Bu-
curesti, la paginile 23-33.

Urmatorul rezultat, analog criterului lui Cauchy pentru siruri, se va folosi
in demonstratia Teoremei de permutare a limitei cu integrala.

Criteriul lui Cauchy. Fie f,g: [a,b] — R. f este integrabild Riemann-
Stieltjes in raport cu g dacd si numat dacd pentru orice € € R e > 0, ewistd
Qe, o partitie a lui [a,b], astfel ca pentru orice partitic P si @ care sunt
rafindri ale lui Q. §i orice sume Riemann-Stieltjes S(P; f,g) i S(Q; f,9)
corespunzatoare lui P, respectiv (), avem

Proprietatile de liniaritate si de aditivitate de domeniu pentru
integrala Riemann-Stiletjes

Urmatorul rezultat exprima proprietatile de liniaritate ale integralei Riemann-
Stieltjes.
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Teoremd. a) Fie fi, fo,9 : [a,b] — R, fi, fo integrabile Riemann-
Stieltjes in raport cu g si o, 5 € R.
Atunci afy + B fo este integrabild Riemann-Stieltjes in raport cu g §i

b

[tafi+ s)dg - a]fldg " 57f2dg.

a

b) Fie f,g1,92 : [a,b] — R, f integrabild Riemann-Stieltjes in raport cu

g1 §0 g2 st ER.
Atunci f este integrabild Riemann-Stieltjes in raport cu agy + Bgs §i

7fd(0491 + Bg2) = oz]fdgl + 57fd92~

Urmatorul rezultat, care exprima aditivitatea de domeniu a integralei
Riemann-Stieltjes, se va folosi in cadrul demonstratiei Teoremei de derivare
pentru integrala Riemann-Stieltjes (vezi pagina 408).

Teorema. a) Fie f,g : [a,b] — R si c € (a,b) astfel ca fi.q sd fie
integrabild Riemann-Stieltjes in raport cu gjq. $§¢ flepn $d fie integrabild
Riemann-Stieltjes in raport cu gy

Atunci f este integrabild Riemann-Stieltjes in raport cu g si

7fdg = ]fdg + 7fdg.

b) Fie f,g:[a,b] = R gi c € (a,b) astfel ca [ sa fie integrabild Riemann-
Stieltjes in raport cu g.

Atunci fllaq este integrabild Riemann-Stieltjes in raport cu ga.d, f[ep]
este integrabild Riemann-Stieltjes in raport cu gy §i

]fdg = ]fdg + ]fdg.

Teorema de integrare prin parti pentru integrala Riemann-Stiletjes
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Teorema care urmeaza surprinde un fenomen caracteristic integrabilitatii
Riemann-Stieltjes, fenomen care nu apare la integrala Riemann.

Teorema de integrare prin parti pentru integrala Riemann-Stieltjes.
Fie f,g : [a,b] — R. Atunci f este integrabild Riemann-Stieltjes in raport
cu g dacd st numai dacd g este integrabild Riemann-Stieltjes in raport cu f,
caz in care avem

b

/ fdg + / gdf = F(B)g(b) — f(a)g(a).

a

Demonstratie. Sa presupunem ci f este integrabild Riemann-Stieltjes in
raport cu g.

Atunci, pentru orice ¢ € R, € > 0, existd P. o partitie a lui [a, b] astfel ca
pentru orice partitie (), care este o rafinare a lui P. si orice suméa Riemann-
Stieltjes S(Q; f, g) corespunzétoare lui P, avem

S(Q: f.9) / fdg| <. *)

Fie acum P o rafinare a lui P. si si considerdm suma Riemann-Stieltjes
S(P;g, f) datd de

S(P;g. f) = Zg Co)(f(xn) = f ),

unde P = (2, X1, ..., Tp) $i (i € [Tk_1, Tk], pentru orice k € {1,2,...,n}.
Fie @ = (Yo, Y1, Y2, ---, Y2n) Partitia lui [a, b] descrisi astfel:

Yok = Tk
si
Yok—1 = Cps
pentru orice k € {1,2,...,n}.

S& observiam ci () este o rafinare a lui P..
Adunand si scdzand termenii f(yox)g(yar), k£ € {0,1,2,...,n}, obtinem

2n

S(P5g,f) = f(0)g(b) = fla)gla) = > fOm)(glun) = 9(ye-1));

k=1
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unde punctele intermediare 7, sunt din multimea {xq, x1, ...., z,, }, adica

S(P;g,[) = [(b)g(b) — fa)g(a) = 5(Q; [, 9)-

Prin urmare, din (*), avem

b
ﬂPwJﬁ—{ﬂwam—fwwmw—/ﬁw}<a

pentru orice partitie P, care este o rafinare a lui P.., ceea ce aratd cd g este
integrabild Riemann-Stieltjes in raport cu f si

b

/ﬂw+/@ﬁ=f@am—fwmmym

a

Clase de perechi de functii (f,g) pentru care [ este integrabila
Riemann-Stiletjes in raport cu g

Rezultatul urméator ne furnizeaza o clasd de perechi de functii f si g
pentru care f este integrabild Riemann-Stieltjes in raport cu g.

Teorema de integrabilitate a functiilor continue. Fie f,g: [a,b] —
R. Daca f este continud st g este monotond, atunci f este integrabild
Riemann-Stieltjes in raport cu g.

Demonstratie. Putem presupune, fara pierderea generalititii, cd g este
crescatoare.

Deoarece f este uniform continud, pentru orice ¢ € R, ¢ > 0, exista
d. € R, §. > 0, astfel ca pentru orice z,y € [a, b], cu proprietatea cd

|.T - y| < 567
avem
|f(z) = fly)l <e.
Fie P. = (z¢, x1, ...., ;) 0 partitie a lui [a, b, astfel ca

sup  (Tp — xTp_1) < O,
ke{1,2,..n}
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iar @ = (Yo, Y1, ----, Ym) O rafinare a sa.

Atunci
S@i 1,9) =D _F ) (9(ux) — 9(ye1))
k=1
i .
S(Ps f,9) = > _F(C)(a(yn) — 9(yk—1))
k=1

unde (-urile se pot repeta si nu apartin neaparat intervalului [yx_1, y].
Oricum, punctele ¢, si 1, apartin unui aceluiasi interval [z,_1, z], deci,
conform cu alegerea lui P., avem

|f(Cx) — f(m)] < e

Drept urmare avem

1S(P:; f,9) — S(Q; f,9)| Z M) (9(uk) — 9(ye—))| <

<D 1A = Fml 9(ue) = glu-)l <> lg(ur) — glyr)| =

k=1
= £(9(b) = g(a)).

Atunci, pentru P si @ rafindri ale lui P., avem

[S(P; f,9) —S(Q; f,9)] <

<|[S(P;f,9) = S(Ps f,9)| +|1S(Ps f,9) — S(Q; f,9)| <
< 2e(g(b) — g(a)),

ceea ce, in conformitate cu criteriul lui Cauchy, implica faptul cd f este
integrabila Riemann-Stieltjes in raport cu g. [

Avand in vedere Teorema de integrare prin parti, obtinem:

Corolar. Fie f,g: [a,b] — R. Dacd f este monotond gi g este continud,
atunci f este integrabild Riemann-Stieltjes in raport cu g.
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Problema permutarii limitei cu integrala
Studiem in continuare problema permutérii limitei cu integrala.

Pentru inceput avem nevoie de urm#toarea lema (care se foloseste si in
demonstratia Primei teoreme de medie pentru integrala Riemann-Stieltjes -
vezi pagina 408).

Lema. Fie f,g: [a,b] — R, astfel incdt [ este continud si g este crescd-
toare. Atunci avem estimarea

/ fdg| < / Fldg < 1] (96) — 9(a)).

unde || f| = sup [f(z)].

z€a,b]
Daca
m < f(z) < M,

pentru orice x € |a, b, atunci

m(g(b) — g(a)) < / fdg < M(g(b) — g(a)).

Observatie. Daca f este integrabild Riemann-Stieltjes in raport cu
functia monotond g, atunci |f| este integrabild Riemann-Stieltjes in raport
cu g, iar iegalitatile de mai sus sunt valabile.

S& presupunem acum ci ¢ : [a,b] — R este crescitoare, iar (f,)nen,
fn @ la,b] — R, este un gir de functii integrabile Riemann-Stieltjes in raport

cu g, care converge simplu citre functia f : [a,b] — R.
Suntem interesati in a determina conditii suficiente pentru ca

b b b
/fdg :/Iim fndg = lim /fndg.
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Considerand g(x) = x, pentru orice x € [0, 1], si

n’z, € [0,4]
fl@) =A —nz(fﬂ—%)a zelnd],
0, z € [2,1]

vom vedea cd relatia de mai sus nu este valabila, prin urmare trebuie impuse
conditii suplimentare.

Un prim rezultat in aceasta directie este dat de urmatoarea teorema:

Teorema de permutare a limitei cu integrala. Fie g : [a,b] — R o
functie crescatoare §i (fn)nen, fn : la,b] — R, un gir de functii integrabile
Riemann-Stieltjes in raport cu g, care converge uniform cdtre functia f :
[a,b] — R.

Atunci f este integrabild Riemann-Stieltjes in raport cu g i

b

b b
/fdg :/Iim fndg = lim /fndg.

a

Demonstratie. Pentru orice € > 0, exista n. € N, astfel ca

1 fo. — fIl = sup | fo. () — fl2)] <e.

J:Ea

Conform criteriului lui Cauchy, putem considera o partitie P. a lui [a, b],
astfel ca pentru orice rafindri P si () ale sale, s& avem

‘S(Pa fns7g) - S(Qafnevg)‘ S €.

Alegand aceleasi puncte intermediare pentru f,_ si f, avem

‘S(P;fnsag)_S(P;fagN <

< e = Fll (g(e) = glzn1)) < (g(b) — g(a)),
k=1

unde P = (29, 1, .o, Tpn)-
Similar

15(Q5 faer 9) — S(Q3 f,9)] < e(g(b) — g(a)).

397



Prin urmare, pentru P si @) rafinari ale lui P,
1S(P; f,9) = S(Q; f.9)] <
<SP f,9) = S(Ps foes O1HIS(P; faey 9) — S(Q; fae, )| H1S(Q5 frn 9) = S(Q5 £ 9)| <
< e(1+2(g(b) — g(a)),
ceea ce aratd, in conformitate cu criteriul lui Cauchy, cd f este integrabila

Riemann-Stieltjes in raport cu g.
Pentru a demonstra ca

b b b
/ fdg = / lim fudg = lim / fdo,

sd observam c&, in acord cu lema de mai sus, avem

/h@—/ﬁm=:/mf¢wgsnn—fmam—mmx

a

de unde, deoarece
tim £~ £ =0,

rezultd concluzia. [

Observatie. Ipoteza relativa la convergenta uniformd a sirului (f)nen
este restrictiva. FExistd rezultate de acelasi tip, in care restrictiile asupra
modului de convergentd sunt relaxate, dar in care se cere ca functia limitd sd
fie integrabild (vezi cele doud teoreme de mai jos).

Teorema convergentei marginite. Fie (f,)nen, fn @ [a,b] — R, un gir
de functit integrabile Riemann cu proprietatea cd exista M € R, astfel incdt

[ fall < M,

pentru orice n € N.
Daca (fn)nen converge simplu catre functia integrabild Riemann f : [a,b] —
R, atunci

b b b
/f:/limfn:lim/fn.
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Pentru demonstratia teoremei de mai sus avem nevoie de urmatoarea
lema care arata ca o functie cu valori pozitive, a carei integrald este strict
pozitivd, este mai mare decit o anume constantd pe o multime "suficient de

n
mare

Lema. Fie f:[0,1] — [0,00) o functie integrabild cu proprietatea cd

1
a:[f>0.

Atunci multimea

E={r|zel0.1] s fz) >3}

contine un numar finit de intervale inchise cu suma lungimilor mai mare

decit =%, unde ||f|| = sup f(x),
37 o

Demonstratie. Fie P o partitie a lui [0, 1] astfel ca

a
|S(P,f)—06‘ < 57
pentru orice sumé Riemann S(P, f).
Atunci 5
?a < S(P, f).

Vom alege punctele intermediare din suma Riemann S(P, f) astfel ca, de
cate ori este posibil, sa avem

f(G) <

wl|e

Dacid P = (xg,x1, ...., T,), atunci

S(Pif) =Y FC)(@r—mr1) = > FC)@e—ar1)+ D F(C) @k — k1),

’ "
unde in > vom considera termenii pentru care [x;_1,x;] C E, iar in >
vom considera termenii pentru care [zy_1, zx] & F.
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Notand cu L suma lungimilor intervalelor care sunt implicate in Z,,
obtinem

2SR < 3 FC k) + 3 TG~ wi) < I L+

@
37

de unde o
— < L,
3£l

adica concluzia. [J
Suntem acum in masura sd prezentam:

Demonstratia teoremei convergentei marginite. Fara a pierde din gener-
alitate, putem presupune ca

[a,b] = [0, 1],
fn Z 07
pentru orice n € N, i ca
f =

(ultimele dou& presupuneri se pot realiza printr-o eventuald inlocuire a lui
fn cu | fn — f], folosind exercitiul 7 din aceastd sectiune).

Dorim s8 ardtdm c&
b

lim [ f, =0.

b
S& presupunem, prin reducere la absurd, ci lim [ f,, # 0.

b b
Atunci existd un subsir ([ fn,)r al lui ([ f1)n st @ > 0 astfel incat

b
/fnk >Oé,
a

pentru orice k € N.
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In conformitate cu lema de mai sus si cu ipoteza, deducem ca, pentru
orice k € N, multimea

) o
Ey={z|zel0,1] si fn.(z)> g}
contine un numadr finit de intervale cu suma lungimilor mai mare decét 53;.
Prin urmare, existd xy € [0, 1] astfel incat {k € N |zg € E} este infinit4,
fapt care intrd in contradictie cu ipoteza care ne asigurd cd lim f,(zq) = 0.
n—oo
Pentru a incheia demonstratia urmeaza sa justificim existenta punctului
xo € [0, 1] cu proprietatea c& {k € N |z € Ej} este infinit.
Fara pierderea generalitatii, putem presupune cad multimile Ej reprezinta
reuniunea unui numar finit de intervale avind suma lungimilor mai mare
A o
decat 33;.
Este usor de vizut ca

{z € ]0,1] | existd un numadr infinit de k € N astfel ca z € Ey} = N U E.

n=1 n==k

S& presupunem, prin reducere la absurd, ci nu existd xo € [0,1] astfel
incat {k € N |zg € E} este infinits.
Atunci

{z €]0,1] | existd un numadr infinit de k € N astfel ca z € E}} = N UE, =g,

n=1lk=n

deci, cu notatiile

F, = kL:JnEk

si
G, =10,1] — F,,
avem -
N F. =2,

i.e. -

glGn =[0,1]

Deoarece
Fi2O2F 2. 2F 2F 2.,

avem



unde G,, reprezintd o reuniune de intervale avind suma lungimilor mai mica

decat 1 — ﬁ

Atunci, cu conventia Gg = &, obtinem urméatoarea contradictie:

U (Gy —Gua)) =

n=1

L=1([0,1)) = 1( U Gn) = U

n—oo

D UG = Gy) = lim > UGy, — Giy) =
n=1 k=1

. . 0
= lim ;mk) —UGr)) = lim [(Gn) < 1= oo

Teorema convergentei monotone. Fie (f,)nen, fn: [a,b] — R, un gir
monoton de functii integrabile Riemann, care converge simplu cdtre functia
integrabila Riemann f : [a,b] — R.

Atunci
b b b
/f:/limfn: lim/fn.

Demonstratie. Putem presupune, fara pierderea generalitatii, ca

pentru orice = € [a, ] si orice n € N.
Functiile
g=f—fn=20

sunt integrabile Riemann si avem

lgall < WAl + IA1

pentru orice n € N.
In continuare demonstratia decurge precum cea din a teoremei de con-
vergentd dominata.

Observatie. Vom reveni asupra problematicit expuse in cadrul teoremelor
de mai sus dupd ce vom discuta despre integrale improprii (vezi paginile 466-
). Problema permutarii limitei cu integrala se va studia, intr-un cadru mult
mai larg, in cadrul cursului de Teoria Mdasurii.
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Teorema de reprezentare a lui Riesz

Prezentam acum un rezultat central al analizei matematice, anume Teo-
rema de reprezentare a lui Riesz, in formularea careia apare notiunea de
integrald Riemann-Stieltjes.

O forma mai generald a acestei teoreme se va studia in cadrul cursului de
Teoria M4&surii.

Teorema de reprezentare a lui Riesz se va folosi in cadrul cursului de Anal-
iz& Functionald (vezi, spre exemplu, Romulus Cristescu, Analizi Function-
ala, Editura Didactica si Pedagogica, Bucuresti, 1983, teorema 2.2.4, pagina
114).

Fie
C([a,b]) ={f : [a,b] — R | f este continud}.
Pentru orice f € C([a,b]), vom considera
If1l = sup [f(z)].
z€[a,b]

Definitie. O aplicatie liniard pe C([a,b]) este o functie G : C([a,b]) — R
astfel ca

G(afi + Bf2) = aG(f1) + BG(f2),

pentru orice «, B € R gi orice f1, fo € C([a,b]).
G se numeste pozitiva dacd G(f) > 0 pentru orice f > 0.
G se numeste marginitd dacd exista M € R astfel ca

GO <M
pentru orice f € C([a,b]).
Lema. Fie g: [a,b] — R crescatoare si G : C([a,b]) — R data de

b

G(f) = /fdg,

a

pentru orice f € C([a,b]).
Atuncit G este o functionald liniard pozitivd g1 mdrginitd.
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Teorema urmitoare, datoratd matematicianului ungur Riesz, intr-o vari-
antd mai generald, este o teoremd centrald a analizei functionale.

Teorema de reprezentare a lui Riesz. Fie G : C([a,b]) — R o
functionald lintard pozitiva §i mdarginitd.
Atunci existd o functie crescatoare g : [a,b] — R astfel incat

G(f) = 7fdg,

pentru orice f € C([a,b]).

Demonstratie. Pentru inceput vom construi functia crescédtoare g.

Cum G : C([a, b]) — R este o functionald liniard marginitd, existda M € R
astfel ca

GO < MIfI,

pentru orice f € C([a,b]).
Prin urmare, cum G este liniara si pozitiva, obtinem ci

0<G(fi) SG(f) < M fol,
pentru orice f1, fo € C([a,b]) cu proprietatea ci
0< fi<fo

Pentru ¢ € (a,b) si n € N suficient de mare, definim ¢, ,, : [a,b] — R data
de

]-7 :Ue[a,t]
finl@)={1—n(z—t), ze(tt+y].
0, e (t+210

Se observi cid
0 S ()Ot,m S ()Ot,n S 17

pentru orice t € (a,b) si orice m,n € N astfel ca n < m.

Aceasta aratd cd girul de numere reale (G(p;,)), este descrescitor si
mdirginit, gi, prin urmare, conform teoremei convergentei monotone (vezi
pagina ), el este convergent

Putem astfel defini functia ¢ : [a,b] — R astfel:
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unde t € (a,b).
Deoarece

0 S ()Ot,n S Sos,n < 17

pentru orice n € N si orice ¢, s € (a,b) astfel ca t < s, prin trecere la limita
dupa n tinzand la oo, obtinem

g9(t) < g(s),
pentru orice t, s € (a,b).
Definind
g(a) =0
si
g9(b) = G(1),

unde prin 1 intelegem functia constant egald cu 1, am definit o functie cresca-
toare g avand domeniul [a, b].

Fie acum f € C([a,b]).

Atunci, conform teoremei continuitatii uniforme, functia f este uniform
continud si prin urmare pentru orice ¢ > 0 existd d. > 0 cu proprietatea cd
pentru orice =,y € [a, b], astfel ca |x — y| < J., avem |f(z) — f(y)| < e.

Deoarece, conform teoremei de integrabilitate a functiilor continue, f este
integrabila Riemann-Stieltjes in raport cu g, pentru orice ¢ > 0 existd o
partitie P. cu proprietatea ca

b
/ fdg— S(@Q: f.9)| <=, (1)

pentru orice rafinare @) a lui P. gi orice sum& Riemann-Stieltjes S(Q; f, ).
Fie P = (to, t1, ..., t,,) o rafinare a lui P. si n € N astfel ca

£

2 )
- < mln{tl—to, tg—tl, ey tm—tmfl} < max{tl—to,tg—tl, ...,tm—tmfl} < 5
n

Deoarece, pentru orice k € {0,1,...,m}, sirul descrescdtor (G(y;, ,,))n are
limita g(;), putem presupune cd n a fost ales de aga manierd incat

o) < Gl,) < 9lt) + 5 2
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Vom considera functia continugd f* : [a,b] — R datd de

m

(@) = F(t01) @ n(@) + D F(t6) (04 n(7) = 0,01 (@),

k=2

pentru orice = € [a, b].

Un element = € [a,b] se afld in maximum doud dintre intervalele familiei
[lto, t1 4+ ], ..o, [te—1, tk + =], ..., [tm—1, I & céror reuniune este [a, b].

Daca x apartine unui unic interval din familia descrisd mai sus, atunci:

1) x e [to,tl)

sau

ii) existil k € {2,...,m} astfel ca x € (ty_1 + <, ).

In cazul i) avem f*(x) = f(t;), iar in cazul i), f*(x) = f(t)., deci

[f(z) = f(z)] <e.

Daca x se afld in doud intervale din familia descrisa mai sus, atunci exista
ke{1,2,...,m— 1} astfel ca x € [ty, t; + +], deci

F() = F(t) ey (@) + Ftran) (L — gy (1),
B F(@) = Ft) (1 = n(@ — 1) + Fltee)n(z — t).

Deoarece
‘x - tk| < 55 §i |$ - tk-i—l‘ < 587

deducem ca
|f(z) = ft)] <esi [f(z) — f(ta)] <&,

de unde
|f(z) = (@) < |f(@) = f@)| (L =n(z =) + [f(2) = f(trs)| 0z — ) <

<e(l—n(z—ty) +n(z—1ty)) =e.

Asadar
If=fll <e

de unde

G(f) = G(f7)| < Me. (3)
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Avand in vedere (2), avem

G(10) = Gler,_, ) = (9(t) = gltx))| <

_c
m | f|I’
pentru orice k € {2,3,...,m}.

Dar, folosind (2) si (4), obtinem

Zf t)( 9(tr-1))

G(f(t) P n + Zf(tk)(sotk,n — tn-1) = D) (9(t) = g(te—1))| =

k=2 k=1

m

= | [(t1)G(pr,0) = Ft)(g(t) = g(to) + Y F )G (@y) = C(@r,_, 0) = (9(te) = 9(tr)))

k=2
< |f(t)] |Glry ) — (g(t)| +

<

Y10 Gt ) = Glry,) = (9lt) = g(ti))| <

m 13
< W G 2 <

Ca atare avem
b

/fdg— G(f*)

a

fdg Zf t)( 9(tx-1))

9(tk-1)) = G(f7)

< 2¢,

unde am folosit (1), Z f(te)(g(tr) — g(tg—1)) fiind o sumd Riemann-Stieltjes
k=1

S(P; f,g), unde P este o rafinare a lui P..
Din (3) si (5), obtinem

b

/ fdg — G(f)

a

b

< / fdg — G(f*)

a

FIG(f) = G(f)] < 26+ Me = (2+ M),
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pentru orice € > 0, de unde

G(f) = ]fdg-

Observatie. Eristd o corespondentd bijectivd intre multimea functionalelor
liniare, pozitive gi marginite din C([a,b]) in R si functiile crescatoare din [a, b]
in R, care se anuleazd in a gi care sunt continue la dreapta in orice punct
din (a,b).

Nota istorica. Frigyes Riesz, nascut la Gyor, Ungaria, in 1880, a stu-
diat matematica la Budapesta (unde obtine doctoratul in1902), Gottingen
si Ziirich. Dupa doi ani petrecuti in invatamantul liceal, obtine un post
in invatdmantul universitar. Riesz a fost unul dintre fondatorii analizei
functionale. In 1907-1908 a descoperit vestita teorem# de reprezentare a
functionalelor liniare si continue. A introdus notiunea de convergenta slaba
si a lucrat in teoria operatorilor. In 1911 este numit la Universitatea din
Koloszvar (Cluj) care se mutd la Szeged in 1920. Aici, in 1922, impreung
cu Haar, infiinteaza Institutul Matematic Jdnos Bolyai si revista Acta Scien-
tiarum Mathematicarum in care publicd multe articole. In 1911 este numit
la Universitatea din Budapesta. Celebra teorema Riesz-Fischer (1907) este
fundamentald in analiza Fourier a spatiilor Hilbert si in mecanica cuantica.
A contribuit de asemenea la teoria ergodicd, teoria seriilor ortonormale si la
topologie. Cartea sa, "Lecon’s d’analyse fonctionnelle”, scrisd impreund cu
studentul sdu Szokefalvi-Nagy, este una dintre cele mai clare expuneri ale
analizei functionale scrise vreodatd. A fost membru al Academiei Ungare si
al Academiei Franceze de Stiinte, iar in 1949 a primit premiul Kossuth. A
murit in 1956.

Exercitii

1. Pentru o partitie P, a = 29 < 21 < ... < 2,1 <z, = b, a lui [a, b],
definim norma lui P ca fiind

|Pll= sup (2;—x;_1).
j€{1,2,....,n}

Fie f,g: [a,b] — R.
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Spunem ca f este (*) integrabild in raport cu g dacd existd I € R cu
proprietatea cd pentru orice ¢ € R, ¢ > 0, existd 6. € R, §. > 0, astfel ca
pentru orice P partitie a lui [a, b] cu || P|| < J. si orice sumd Riemann-Stieltjes
S(P; f,g) avem

1S(P; f,9) —I| <e.

Dacd existd, I este unic, se numegte (*) integrala lui f in raport cu g si
b
se noteazd (*) [ fdg.

S& se arate cd daci f este (*) integrabild in raport cu g, atunci f este
integrabila in raport cu g si
b b
*)/fdg = /fdg-

Observatie. In multe manuale de Analiza Matematicd se adoptd ca
definitie a integrabilitatii Riemann-Stieltjes (*) integrabilitatea. Dezavantajul
unet astfel de abordari este pus in evidentd de exercitiul de mai jos.

2. Fie g : [0,1] — R, dat4 de

S& se arate cd o functie f : [0,1] — R este (*) integrabild in raport cu g

daca si numai dacd f este continud in %, caz in care

9 [ 1dg = 13)

Dacd h : [0,1] — R, este datd de

_ (0, zelo, %)
atunci hyg 1) este ( ) integrabila in raport cu g Ap5 hypa g este (*) integrabild
in raport cu 911, , dar h nu este (*) integrabild in raport cu g.
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3. Pentru g(z) = x, pentru orice = € [a,b], si se arate ci [ este (*)
integrabila in raport cu ¢g dacd si numai dacd f este integrabild in raport cu

g.

Exercitiul de mai sus puncteazi legdtura dintre teoria integralei Riemann
descrise mai sus si cea "clasicd" pe care o schitdm mai jos (am&nuntele se
gasesc in Analiza Matematica, Vol. I, Editia a V-a, Editura Didactica si
Pedagogicd, Bucuresti, Lucrare elaboratd de un colectiv al catedrei de anal-
1za matematicd a Universitatic Bucuresti - cota la biblioteca Facultatii de
Matematica gi Informaticd, Universitatea din Bucuresti, la paginile 366-384).

Definitie. Fie f : I — R, unde I este un interval nedegenerat.

Vom spune cd functia f admite primitive dacd existd o functie derivabild
F: I — R astfel incit F' = f.

Functia F se numeste o primitivd a lui f si se noteazd cu [ f sau cu

[ f(x)da.

Definitie. Fie [a,b] un interval inchis gi mdarginit din R.
Se numeste diviziune a intervalului [a,b] un sistem de puncte

A = (20, 1, ey Tn1, Tp)
din [a,b], astfel incat
a=20<T1 < Ty < ..<Tp_1<T,=0"0,

unde n € N.

Cea mai mare dintre lungimile intervalelor [ro, z1] [z1,z2],..., [Tn-1,Tn]
se numeste norma diviziunii A gi se noteaza: ||All.

Asadar

Al = max (5= 2i).

Definitie. Fie [a,b] un interval inchis i marginit din R gi
A = (20,71, .o, Tn1, )

o diviziune a intervalului [a,b].
Un sistem de n puncte &,,&,,...,&,, cu proprietatea cd

i1 <& <y,
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pentru orice © € 1,n, se numeste sistem de puncte intermediare asociat di-
viziunii A.

Definitie. Fie [a,b] un interval inchis si marginit din R, o functie f :
[a,b] — R,
A = (20,71, e, Tn1, )

o diviziune a intervalului [a,b] gi un sistem &,,&,,...,&, de n puncte inter-
mediare asociat diviziunii A.

Se numegte suma Riemann asociatd functiei f, diviziunii A si punctelor
intermediare &4, &, ..., &, numarul real

D FE) @i — mina).
i=1
Acest numdr va fi notat prin

O-A(fu g)

Definitie. O functie f : [a,b] — R se numeste integrabild Riemann dacd
existd un numdr real I; cu proprietatea cd oricare ar fi € > 0, existd 6. > 0,
astfel incdt pentru orice diviziune

A= (5130751317---7%71,%)

a intervalului [a,b] cu
1Al < 6

g1 orice sistem &1,&,, ..., &, de m puncte intermediare asociat diviziunii A,
are loc inegalitatea

‘O-A(fvg) - If‘ <E.

Numdrul real Iy se numeste integrala sau integrala definitd a functiei f
pe intervalul [a,b] si se noteazd
/ f(z)dz.

a

411



Teoremd (Formula Leibniz-Newton). Fie f : [a,b] — R o functie
integrabila care admite primitive.
Atunci

/ f(2)dz = F(b) - F(a),

unde F' este o primitivd a lui f.

Propozitie. Dacd functia f : [a,b] — R este integrabild, atunci f este
mdarginitd.

Teoremd. Fie o functie f : [a,b] — R. Atunci urmdatoarele afirmatii sunt
echivalente:

1) functia f este integrabild;

2) existd un numdar real Iy cu proprietatea cd oricare ar fi girul de diviz-
uni A,, = (:cg,x’f, s :zzzn_l,xgn), n € N, ale intervalului [a,b], cu lim ||A,] =
0 gi oricare ar fi punctele intermediare x| < &' < al,i € {1,2,..., k,}, sirul
sumelor Riemann (oa, (f,&"))nen converge catre Iy.

Definitie. Fie f : [a,b] — R o functie mdarginita si
A= ('xﬂa L1y eoey Tn—1, xn)

o diviziune a intervalului [a,b].
Pentru orice i € {1,2,...,n}, fie

R inf
mi = inf_ f@)

§i
M; = sup f(x).
zi—1<z<74
Sumele .
Sa = SA(f) = ZMZ(ZUZ - l“i—l)
i=1
§t

n

SA = SA(f) = Zmz(% - Sl?ze1)

=1

se numesc sumele Darboux ale functiei f corespunzdtoare diviziunii A.
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Mazi precis, San se numeste suma Darboux superioard, iar sa se numeste
suma Darbouz inferioard.
Se observa ca
SA S SA.

Teorema (Criteriul de integrabilitate al lui Darboux). O functie
mdrginitd f : [a,b] — R este integrabild pe |a,b] dacd si numai dacd pentru
orice € > 0, exista 0. > 0, astfel incdt oricare ar fi diviziunea A cu ||Al]] < de,
avem

SA—8A<€.

Definitie. Fie A o multime din R. Spunem cd multimea A este neglija-
bila Lebesgue (sau de masurd Lebesgue nuld) dacd pentru orice € > 0, ezistd

un §ir (I,),cn de intervale deschise si mdrginite cu proprietatea cd
AC U I,
n=1
0

o
YLl <e,
n=1

unde prin |I,| intelegem lungimea intervalului I,,.
Remarca. Orice multime numarabild este neglijabild.

Teorema (Criteriul lui Lebesgue de integrabilitate). O functie
f i [a,b] — R este integrabild Riemann dacd i numai dacd functia [ este
marginitd s multimea punctelor in care f este discontinud este neglijabila
(de masurd Lebesgue nuld).

4. Si se arate cd o functie f : [a,b] — R cu proprietatea cd multimea
A. ={x € [a,b] | |f(x)] > €} este finitd, pentru orice € > 0, este integrabild
b

si [f(x)dz =0.
5. Fie f : [a,b] — R o functie m#rginitd cu proprietatea cd, pentru orice

xo € [a,b], existd lim f(z) € R. S4 se arate cd f este integrabila.

T—T0o
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6. Fie g : [a,b] — R o functie crescitoare. S& se arate cd f : [a,b] — R
este integrabilad in raport cu ¢ daca si numai dacad pentru orice € € R, e > 0,
existd P. o partitie a lui [a, b] astfel ca pentru orice rafinare P = (x1, ..., ;)
a lui P. si orice (;,n,; € [xi—1, ;] avem

Z |£(¢) = fm) [ {g(z:i) — g(@ia)} <e.

7. Fie g : [a,b] — R o functie crescétoare si f : [a,b] — R integrabild in
raport cu g. Si se arate ci | f| este integrabild in raport cu g.

8. Sa se dea exemplu de o functie f, care nu este integrabild Riemann,
dar pentru care |f| este integrabild Riemann.

9. Fie g : [a,b] — R o functie crescitoare si f : [a,b] — R integrabild in
raport cu g. Si se arate ci f? este integrabild in raport cu g.

10. Sa se dea exemplu de o functie f care nu este integrabild Riemann,
dar pentru care f? este integrabild Riemann.

11. Fie g : [a,b] — R o functie crescétoare si f,h : [a,b] — R integrabile
in raport cu g. Sa se arate cd fh este integrabila in raport cu g.

12. Fie f : [a,b] — R o functie integrabild Riemann, astfel ca f(z) > 0,
pentru orice z € [a, b].

Sa se arate ca ,

/ f>0.

13. S4 se calculeze

lim [ (1+ IQ)mdl‘.
n—00 n+x
0

14. Sa se calculeze .

lim [ na(l — 2?)"dx.

0

15. Sid se studieze convergenta simpld gi uniforma a girului de functii
(fn)n€N7 fn : [07 %] - R:

fn(z) = nsin" zcosz,
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pentru orice n € N, = € [0, §].
16. Si se arate cd, daci pentru functia continud f : [a,b] — R, avem

pentru orice n € N, atunci

17. S4 se arate ca

lim [ f(z")dx = f(0),

0
unde f : [0,1] — R o functie continui.
18. Si se arate ca Teorema integrare prin parti pentru integrala Riemann-
Stieltjes este valida si pentru functii (*) integrabile Riemann-Stieltjes.
Fie f : [a,b] — R o functie continui i monoton.
S& se arate ci f este (*) integrabild Riemann-Stieltjes in raport cu f si

/ﬁ#_ =Ji0)

S4 se arate ci f este (*) integrabild Riemann-Stieltjes in raport cu f? si

/MP URFA0 $/ﬁﬁ_ URFO)

v

ca

v

ca

REZUMAT

Fie f,g : [a,b] — R. O suma Riemann-Stieltjes a lui f in raport cu

g, corespunzétoare partitiei P = (g, 21, ....,x,) a lui [a,b], are forma
S(P; f,9) = Zf(Ck)( (1) — g(xk-1)), unde ¢}, € [z)-1, 2], pentru orice
ke{l,2,. }

Fie f,g : la,b] — R. Spunem cid f este integrabili Riemann-
Stieltjes in raport cu g, dacd existd un numar real / cu propri-
etatea cd, pentru orice ¢ € R,e > 0, existd P. o partitie a lui
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[a,b] astfel ca pentru orice partitie P, care este o rafinare a lui
P. si orice suma Riemann-Stieltjes S(P; f, g) corespunzitoare lui P,
avem |S(P; f,g) —I| < e. 1In acest caz, I este unic determinat, se
numeste integrala Riemann—Stieltjes a lui f in raport cu g si vom

nota [ = ffdg = ff . In cazul special in care g(x) = z, pentru

orice = € [a b, spunem ca f este integrabild Riemann.

Fie f,g: [a,b] — R. [ este integrabild Riemann-Stieltjes in raport
cu g daca si numai daca pentru orice ¢ € R, ¢ > 0, exista ()., o par-
titie a lui [a, b], astfel ca pentru orice partitii P si () care sunt rafiniri
ale lui (). si orice sume Riemann-Stieltjes S(P; f, g) si S(Q; f,g) core-
spunzitoare lui P, respectiv ), avem |S(P; f,g) — S(Q; f,9)| < e.

Fie fi1, f2,9 : [a,0] — R, f1, f» integrabile Riemann-Stieltjes in
raport cu g si a, 3 € R. Atunm aft + Bfs este 1ntegrab11a Riemann-

Stieltjes in raport cu g si f(af1 + Bf2)dg = affldg + ﬁffgdg

Fie f,g1,92 : [a,0] — R, f integrabild Rlemann-StleltJes in raport
cu gy sigosiafeR. Atun(n f este 1ntegrablla Rlemann—StleltJes

in raport cu ag; + 89 si ffd agr + Bg2) = affdgl + 5ffd92

Fie f,g : [a,b] — R §1 c € (a,b) astfel ca fifa.el s& fie integra-
bila Riemann-Stieltjes in raport cu g, si fj.; sa fie integrabila
Riemann-Stieltjes in raport cu g, b] Atunci f este integrabila

Riemann-Stieltjes in raport cu g si ffdg = ffdg + ffdg

Fie f,g : [a,b] — R si ¢ € (a,b) “astfel ca f s3 fie integrabila
Riemann-Stieltjes in raport cu g. Atunci fj,. este integrabila
Riemann-Stieltjes in raport cu g, f| [e,b] este integrabila Riemann-

Stieltjes in raport cu gy si ffdg = ffdg + ffdg

Fie f,g: [a,b] — R. Atunci f este 1ntegrab11a Riemann-Stieltjes in
raport cu g daca si numai daca g este integrabila Riemann-Stieltjes
b b

in raport cu f, caz in care avem [ fdg + [gdf = f(b)g(b) — f(a)g(a).

Fie f,g : [a,b] — R. Daca f este continui si g este monoton4,
atunci f este integrabila Riemann-Stieltjes in raport cu g.
Fie f,g : [a,b] — R. Dacad [ este monotond si g este continui,
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atunci f este integrabila Riemann-Stieltjes in raport cu g.

Fie g : [a,b] — R crescatoare si (f,)nen, fn : [a,0] — R, este un sir
de functii integrabile Riemann-Stieltjes in raport cu g, care con-
verge uniform citre functia f : [a,b] — R. Atunm f este 1ntegrab11a

Riemann-Stieltjes in raport cu g si ffdg = f lim fndg = hm ffndg

Fie (fn)nens fn @ [a,b] — R, un sir de funcpu 1ntegrab11e Rlemann
cu proprietatea ca existi M € R, astfel incat ||f,| < M, pentru

orice n € N. Daca (f,)neny converge simplu citre functia integrabild
b b

Riemann [ : [a,b] — R, atunci [f = [lim f, = lim [ f,.

Fie (fu)nens fn @ [a,b] — R, un sir monoton de functii integrabile
Riemann, care converge simplu citre functia integrabila Riemann
b

f:la,b) = R. Atunci [f = [lim f, = lim [ f,.

O aplicatie liniara pe C([a, b]) este o functie G : C([a,b]) — R astfel
ca G(afi+8f2) = aG(f1)+BG(f2), pentru orice «, 5 € R si orice fi, f> €
C([a,b]). G se numeste pozitivi dacd G(f) > 0 pentru orice f > 0. G
se numeste marginitd dacd existd M € R astfel ca |G(f)| < M || f],
pentru orice f € C([a,b]).

Fie g : [a,b] — R crescitoare si G : C([a,b]) — R datd de G(f) =

[ fdg, pentru orice f € C([a,b]). Atunci G este o functionali liniars
pozitiva si marginita.
Fie G : C([a,b]) — R o functionald liniard pozitivd si marginita.

Atunci existad o functie crescitoare g : [a,b] — R astfel incat G(f) =
b

[ fdg, pentru orice f € C([a,b]).

’ Fie A o multime din R. Spunem ci multimea A este neglijabila

Lebesgue (sau de masurid Lebesgue nuld) daci pentru orice ¢ > 0,
existd un sir (I Jneny de intervale deschise si marginite cu propri-
etatea cid A C U I, si Z |I,| < e, unde prin |I,| intelegem lungimea

n=0 n=0

intervalului 7,.

O functie [ : [a,b] — R este integrabild Riemann dacd si numai
daca functia f este marginitd si multimea punctelor in care f este
discontinui este neglijabild (de misurd Lebesgue nuli).
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TEOREMELE CLASICE ALE CALCULULUI INTEGRAL

Teoreme de medie
Teorema fundamentala a calculului integral
Teorema de reducere a integralei Riemann-Stieltjes la integrala
Riemann
Teorema de integrare prin parti
Teorema de schimbare de variabila
Teorema lui Taylor cu restul sub forma integrala

Vom prezenta in cele ce urmeaza principalele teoreme privind integrala
Riemann (-Stieltjes).

Teoreme de medie; Teorema fundamentald a calculului integral;
Teorema de reducere a integralei Riemann-Stieltjes la integrala
Riemann; Teorema de integrare prin parti

Folosind corolarul de la pagina 235 si Lema de la pagina 393, se poate
demonstra urméitorul rezultat, care se va folosi in demonstratia primei teo-
reme de medie pentru integrala Riemann (vezi pagina 411), precum si in
demonstratia Teoremei de inversare a ordinii de integrare (vezi pagina 425).

Prima teorema de medie pentru integrala Riemann-Stieltjes. Fie
f,g9:]a,b] = R, g crescatoare si f continud.
Atunci existd ¢ € [a,b] astfel ca

/ fdg = (0 / dg = F(0){g(®) — g(a)}.

Folosind definitia derivatei si Teorema de aditivitate de domeniu a in-
tegralei Riemann-Stieltjes (vezi pagina 390), se poate demonstra urmatorul
rezultat care, prin corolarul siu, reprezintd unul dintre pilonii calculului in-
tegral si care se va folosi in demonstratia primei teoreme de medie pentru
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integrala Riemann (vezi pagina 413), in demonstratia Teoremei de schimbare
de variabild (vezi pagina 415), precum si in cadrul demonstratiei formulei lui
Leibniz (vezi pagina 423).

Teorema de derivare. Fie f,g: [a,b] — R, g crescdatoare si f continud.
Atunci, dacd g este derivabild in c € [a,b], functia F : [a,b] — R, datd

de F(z) = [fdg este derivabild in c gi

Corolar-Teorema fundamentala a calculului integral. Fie f :
la,b] — R continud.

Atunci o functie, I : [a,b] — R, satisface relatia F(z) — F(a) = [f,
pentru orice x € [a,b], dacd si numai dacd F' = f.

Observatie. Pentru detalit privind rezultatul de mai sus se pot consulta
ezxercitiile 1-4.

Teorema de mai jos furnizeaza conditii suficiente pentru a reduce calcu-
lul unei integrale Riemann-Stieltjes la calculul unei integrale Riemann, fapt
foarte important din punct de vedere practic. Ea se va folosi in demonstratia
primei teoreme de medie pentru integrala Riemann (vezi pagina 413).

Teorema de reducere a integralei Riemann-Stieltjes la integrala
Riemann. Fie f,g : [a,b] — R. Dacd g este deriwabild si cu derivata
continud, iar f este integrabild Riemann-Stieltjes in raport cu g, atunci fg'

este integrabild Riemann si
b b
[ria= [14.

Demonstratie. Deoarece ¢ este uniform continui, pentru orice ¢ € R,
e > 0, existd o partitie P. = (=g, ..., 2,), a lui [a,b] astfel ca pentru orice
<k777k € ['kalvka avem

g,(Ck) - gl(ﬁk) <ég,
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pentru orice k € {1,2,...n}.
Pentru o rafinare P a lui P., evaluand S(P; f,g) si S(P; fg'), folosind
aceleasi puncte intermediare (;, gdsim o suma ce contine termeni de tipul

FCfg(@e) — g(zn)} = F(C)g (C){mn — wra}
Folosind teorema lui Lagrange, termenul de mai sus se mai scrie
FCAg (we) — g (G Haw — s

unde vy, € [x_1,xk], deci

[F(G19 ) = 9/ (G Hare = wua}| < €[] (e — i)
Prin urmare
[S(P; £.9) = S(P; £g)| < = I£11 (0 - ),
de unde concluzia. [J

Folosind Prima teoremi de medie pentru integrala Riemann-Stieltjes (vezi
pagina 413), Teorema de derivare (vezi pagina 412), precum i Teorema de
reducere a integralei Riemann-Stieltjes la integrala Riemann (vezi pagina
412), se poate demonstra urméatorul rezultat.

Prima teorema de medie pentru integrala Riemann. Fie f,g :
[a,b] — R doud functii continue astfel incit g > 0.
Atunci existd c € [a,b] cu proprietatea cd

7fg = f (6)79.

Folosind Teorema de integrare prin parti pentru integrala Riemann-Stieltjes
(vezi pagina 390) si Teorema de reducere a integralei Riemann-Stieltjes la in-
tegrala Riemann (vezi pagina 412), se poate demonstra urmétorul rezultat
care constituie o modalitate eficienta pentru calculul integralelor.
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Teorema de integrare prin parti pentru integrala Riemann. Fie
f,9:[a,b] = R doud functii derivabile cu derivata continud.
Atunci

/ 19 = FB)gb) - f(@)g(a) - / /.

Folosind Teorema de integrabilitate a functiilor continue (vezi pagina
392), Prima teorems de medie pentru integrala Riemann-Stieltjes (vezi pag-
ina 411), Teorema de integrare prin parti pentru integrala Riemann-Stieltjes
(vezi pagina 390) si Teorema de reducere a integralei Riemann-Stieltjes la
integrala Riemann (vezi pagina 412), se poate demonstra urmétorul rezultat
care se va folosi in demonstratia Criteriului lui Dirichlet (vezi pagina 454).

A doua teorema de medie pentru integrala Riemann-Stieltjes.
a) Fie f,g:[a,b] = R, f crescatoare si g continud.
Atunci existd c € [a,b] astfel ca

7fdg = f(a)]dg + f(b)]dg-

b) Fie f,g:[a,b] = R, f crescdtoare si g continud.
Atunci existd c € [a,b] astfel ca

b

b c

/fng(a)/g+f(b)/g-
¢) Fie f,g:[a,b] = R, [ crescdatoare, f >0 gi g continud.
Atunci existd ¢ € [a,b] astfel ca

7}"9 =f (5)79-

Dacda f este descrescdtoare, atunci existd ¢ € [a,b] astfel ca
b c
/ fg=[(a) / g-
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Teorema de schimbare de variabila

Urmatorul rezultat, care constituie o modalitate eficientd pentru calculul
integralelor, se va utiliza pentru justificarea corolarului teoremei lui Taylor
cu restul sub forma integrald.

Teorema de schimbare de variabild. Fie ¢ : [, 3] — R derivabild,
cu derivata continud §i astfel incit a = p(a) < b= @(B). Fie f o functie al
carei domeniu de definitie include imaginea functier ¢ §i care este continud
pe imaginea lui ¢.

Atunci

b ©(B) 8
[1@de= [ sz = [ re0)0 .
a o(a) a

Demonstratie. Teorema de integrabilitate a functiilor continue (vezi pag-
ina 392) ne asigurd existenta integralelor din egalitatea de mai sus.
Fie F': [a,b] — R datd de

FW%Z7?@M%

pentru orice u € [a, b] si
H=Foop.

Atunci, folosind Teorema fundamentald a calculului integral (vezi pagina
412), avem

! !

H (1) = F (p(t))¢ (1) = [(p(1)e (1),

pentru orice t € [«, 5], de unde

153
/ﬂwmdwﬁzﬂwwﬁmw=ﬂm—ﬂw:F@=/ﬂmm.

Teorema lui Taylor cu restul sub forma integrala

Prezentdm mai jos o form& utild a teoremei lui Taylor ce se va utiliza in
cadrul demonstratiei Teoremei lui Bernstein.
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Teorema lui Taylor cu restul sub forma integrala. Fie a,b € R,
a<bneN, f:lab =R, astfel ca f,f .., f™ sd fie continue.
Atunci

b

_ (a) f" D (a) e n—14(n
f(0) = f(a)+ T (b—a)+...+m(b a) '/b O e A

Demonstratie. Avem

b

~ - il 6OV [12 (- 1)/(b — )" 2D (1) dty =
_M — g1 1 b _ \n—2 p(n—1)
o e [ e

a

Se continud acest procedeu de integrare prin parti, iar in final se obtine
concluzia. [

Corolar. Formula de mai sus se poate scrie, utilizidnd teorema de schim-
bare de variabild, sub forma

1

'1/1 s)" LM a4 (b—a)s]ds.

0

IO X

) = f()+ Y gyt =

1!

Exercitii

1. Si se dea exemplu de o functie f integrabild Riemann pe [a, b] astfel
incat aplicatia F' : [a,b] — R, datd de

0,
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pentru orice = € [a, b], s& nu fie derivabili.
2. S4 se arate cd, dacd f : [a,b] — R este integrabild Riemann si F :
b
[a,b] — R este derivabild, astfel ca I = f, atunci F(b) — F(a) = [f.
3. Fie F': [0,1] — R dat4 de

Flz) = { 2 sig’(x—lz), xin(,)l] _

S se arate c& F' este derivabild, dar ci F' nu este integrabil.
4. Fie f:]0,2] — R datd de

1]
2]

Sa se arate cd f este integrabild Riemann, dar cd nu exista nici o functie
a carei derivatd sa fie f.

5. Fie f : [a,b] — R, o functie continud, iar M = sup f(z).
z€[a,b]

— o

ﬂ@z{l’jig

S4 se arate cd
b

([ 9

a

3=

I
=

6. Fie f :R - R,

g [sinidt, z+#0
={ _
0, =0

()

S se arate ci f este derivabild. Este f continui?
7. Sd se determine functiile f : [0,00) — [0, 00), derivabile, nenule, care
au proprietatea ca

(n+U/ﬂOﬁ=xﬂ@,

pentru orice z € [0, 00).
8. Fien € Nsi z € R. Sd se arate cd dacd [sin®™'(n(¢ + z))dt nu
0

depinde de x, atunci existd k € Z astfel incat a = 2k.
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9. Fie f : R — R o functie continud. S& se arate cd existd ¢ € [0, 1],

astfel ca .

[arta)in = 5100

0

9. Si se arate cd existd un unic ¢ € (3, 1), astfel ca

[

/e”2dx = (1—c)e”.

0

10. S4 se arate ca

x—0 t2

3z
1im/intdt —In3.

11. S4 se determine miﬂg I(a), unde
ac

2

e(le
I(a)= | ——d
(a) /1 + cosx .

(VB

12. Fie f : R — R o functie continua care verifica relatia

@) + f(z) =,

pentru orice x € R.

S4 se arate cd
2

[ o=

0

| ot

13. Fiea € R, >0si f: (a—d,a+0) — R o functie continud si
derivabild in a, cu f'(a) # 0. Pentru orice € € (0,0), conform teoremei de
medie, existd punctele ¢, . € [a — J,a] §i cqe € [a,a + J] astfel incat

/“ f(x)de = ef(cse)
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si

S4 se arate cd

e—0 £
14. Fie f : [a,b] — R o functie monotond, unde a,b € R, cu proprietatea
cd pentru orice x1,xs € [a,b], 71 < 9, existd ¢ € (a, b), astfel incat

T2

/ f(@)dr = f(c)(zs — 1),

1

S# se arate ci f este continud pe (a,b).

Ramane valabil rezultatul valabil dacd f este integrabild, dar nu este
monotona?

15. Fie f : R — R o functie continud si f, : R — R, data de

n—1

1 k
fn(x) - ﬁZf(x + 5)7
k=0

pentru orice x € R, unde n € N.
S4 se arate cd, pentru orice a,b € R, a < b, girul de functii ( f,),, converge

uniform, pe [a, b], cdtre functia h: R — R datd de

x+1

h(x) = / F(tydt,

pentru orice x € R.

16. Pentru fiecare dintre urméatoarele situatii, si se arate cd f este inte-
b

grabild Riemann-Stieltjes in raport cu g si sd se calculeze [ fdg :

i)a=-1,b=1, f(x) =22 g(x) = sign(x);
i) = 0, b=2, f(z) = max{1,22}, ¢(z) = 2%
i) a=0,b=2 f(z) =z, gz) = [].

REZUMAT
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Fie f,g : [a,0] = R, g crescé’ltoare, iar [ continud. Atunci exista
b

¢ € [a,b], astfel ca [fdg = fdg = f(e){g(b) — g(a)}.

Fie f,g:[a,b] = R, g crescatoare, iar f continua. Atunci, daci g
este derivabild in ¢ € [a, 0], functia F' : [a,b] — R, datd de F(z) = [ fdg
este derivabild in c si F'(c) = f(c)g (c).

Fie f : [a,b] — R continud. Atunci o functie F : [a,b] — R satisface
relatia F(x) — F(a) = [ f, pentru orice = € [a,b], dacd si numai daci

= f.

Fie f,g: [a,b] — R. Dac4 g este derivabili si cu derivata continui,
iar f este integrabili Riemann-Stieltjes in raport cu ¢, atunci fg

este integrabild Riemann si j fdg= [ fq'.

Fie f,¢g: [a,b] — R, doua fuancgii coiltinue, iar g > 0. Atunci exista
¢ € [a,b], astfel ca }fg— fg

Fie f,g : [a,b] — R doua func§11 derlvablle cu derivata continua.

Atunci [ 74 = F()g(b) — f(@)gla) — [ F'g.

a a
Fie f,g : [a,b] — R, f crescitoare, iar g continuid. Atunci exista
b

¢ € a,b], astfel ca ffdg = fdg+f fdg
Fie f,g : [a,b] — R f crescatoare, 1ar g continua. Atunci exista
ce[a,b],astfelcaffg— fg—l—f fg

Fie f,g : [a,b] = R, f crescatoare, f > 0 iar ¢ continua. Atunci

exista ¢ € [a,b], astfel ca f fg=f(b) f g. Daci f este descrescitoare,

b
atunci exista c € [a, ], astfel ca f fg= f g.

Fie ¢ : [a, 5] — R derivabili, cu derlvata continua si astfel incat
a=p(a) <b=p(p). Fie f o functie al cirei domeniu de definitie
include imaginea functiei ¢ si care este continui pe imaginea lui .
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Atunci }f(x)dx = [ fl@)dz = [f(p))e (t)dt.

Fie a,b € R, a < b, f : [a,b] — R, astfel ca f, f .., f" sd fie

continue. Atunci f(b) = f(a) + fl, (b—a)+ ..+ f(:L 1;)('(1) (b —a)" ' +
b

) (b = O O (2t

a
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INTEGRALE CU PARAMETRU

Continuitatea in raport cu parametrul
Derivabilitatea in raport cu parametrul
Formula lui Leibniz
Teorema de inversare a ordinii de integrare

Studiul integralelor cu parametru este impus de reprezentarea integrala
a functiilor reale de o variabila reald care apare in descrierea matematica a
multor fenomene din: economie, fizica, tehnica etc.

Fie a,b,c,d € R, D = {(z,t) |a <z <bc<t<d}sif:D—->Ro
functie continud.

Atunci, pentru orice t € [c, d] fixat, aplicatia datd de x — f(z,t), pentru
orice = € [a, b], este integrabild Riemann.

Definim, in aceste conditii, pentru orice ¢ € [c, d],

b
F(t) = /f(:n,t)dx.

Vom studia in cele ce urmeazs proprietatile functiei F'.
Continuitatea in raport cu parametrul

Teorema de mai jos se va folosi in cadrul demonstratiei teoremei de la
pagina 465.

Teorema. Fie a,b,c,d € R, D = {(z,t) |a <z <bc<t<d} gif
: D — R o functie continud.
Atunci functia, datd de

b

F(t) = /f(x,t)d:c,

a

pentru orice t € [c,d], este continud.

430



Demonstratie. Deoarece f este uniform continud, pentru orice ¢ € R,
e > 0, existd 6. € R, 0. > 0 astfel incat pentru orice t,ty € [c,d], cu
|t —to| < 6., avem
|f(2,t) = f(z,t0)| <€,
pentru orice z € [a, b].
Atunci, pentru ¢ty € [c,d], cu |t — to| < O, avem

F(t) — Flto)| = / (f() — fot)}da| <

b
< [ 170~ fato)ldo < <l a),

deci F' este continud in ¢, arbitrar ales in [a, b]. OJ
Derivabilitatea in raport cu parametrul

Rezultatul de mai jos se va folosi in cadrul demonstratiei Formulei lui
Leibniz (vezi pagina 423), precum gi in cadrul demonstratiei teoremei de la
pagina 466.

Teoremd. Fie a,b,c,d € R, D = {(x,t) |
: D — R o functie continud pentru care exista ﬂ(x,t s este continud pe D.

a<z<bc<t<d}gf
) si

't

Atunci functia, datd de

F(t) = / f(x, t)dz,

pentru orice t € [c,d|, este derivabild i

b
, af
Fit)= | =(x,t)dx.
()= [ =1
a
Demonstratie. Deoarece % este uniform continud, pentru orice ¢ € R,

e > 0, existd J. € R, 0. > 0 astfel incat pentru orice ¢,y € [c,d], cu
|t — to| < ., avem

(x,t) — g(:c, to)

<,
ot

of
5
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pentru orice = € [a, b].
Atunci, pentru t si ¢ty ca mai sus, in conformitate cu Teorema lui Lagrange,
existd tq1,, intre t si tg, astfel ca

of
[f(@,t) = fla,to)| = |t —to] Z (2, t1).
Prin urmare, pentru 0 < |t — to| < J., obtinem

flz,t) — f(x,to) Of
‘ t—to 8t( o] <

7

pentru orice = € [a, b].
Atunci

—(z,to)| dz < e(b—a),

F(t) — F(to) af f(z,t) — f(z,to) Of
=ty a<xt0d$</' t—ty ot

ceea ce aratd cd F este derivabild in ty si ca

b

F,(t()) = /%(Jl,to)dl‘

a

Formula lui Leibniz
O generalizare a rezultatului precedent este urméitoarea:

Formula lui Leibniz. Fie a,b,c,d € R, D = {(2,t) |a <z < b,c <
t<d} si f:D — R o functie continud, pentru care exista 2L 50 (1) si este
continud pe D.

Fie a, 8 : [e,d] — [a,b] doud functii derivabile.

Atunci functia, datd de
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pentru orice t € [c,d], este derivabild si

B(t)
() = 8.0 (t) — Flat).t)a (1) + /
a(t)

0

|

(z,t)dz.

Q

t

Demonstratie. S& consideram H : [a, b] X [a,b] X [¢,d] — R, datd de

H(u,v,t) = /f(:ﬂ,t)dx.

Atunci

pentru orice t € [c, d].
Drept urmare avem

£ 1) = SE(E(0), (1) 08 (1) + (30, 0(8), )’ () + o (3(0) (1), 1)

Dar, conform Teoremei fundamentale a calculului integral (vezi pagina

412), avem
0H

%(u,v,t) = f(u’t)
7 0H
%(U,U,t) = —f(?),t),

iar conform Teoremei de derivare in raport cu parametrul (vezi pagina 422),
avem

OH Tof
W(uvvvt) - /E(Q?,t)dl‘,
de unde concluzia. J

Rezultatul de mai jos se va folosi in cadrul demonstratiei teoremei care
permite reducerea calculului unei integrale duble la o succesiune de integrale
Riemann (vezi pagina 439), precum si in cadrul demonstratiei teoremei de la
pagina 465.
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Teorema de inversare a ordinii de integrare. Fie a,b,c,d € R,
D={(z,t) |a<xz<bec<t<d}sgif:D—R o functie continud.

Atunci
/{/f(:c,t)dx}dt = /{/f(:c,t)dt}d:z:.

Demonstratie. Continuitatea functiei f asigurd existenta integralele iter-

ate de mai sus.
Ramane s stabilim egalitatea de mai sus.
Deoarece f este uniform continud, pentru orice ¢ € R, ¢ > 0, existd

5. € R, 0. > O,astfel incat pentru orice t,¢ € [c,d] cu }t—t" < 0. si
z,% € [a,b] cu |z — 2’| < 6., avem

‘f(:c,t)—f(x,t) <e.

Fie n € N astfel incat

si
d—c
n
Vom impérti pe D in n? dreptunghiuri egale generate de impértirea lui

[a,b] si [c,d] in n intervale egale.
Pentru orice j € {0,1,2,...,n} si considerim

< 0,.

b— .
:z:j:a—i—w
n
si
d— .
tj:C—Fi( C)]
n

Atunci

7{]f (z,t)dx}dt = zn:zn: 7 { / f(x,t)da}dt.

k=1 jzltkfl Tj—1
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Drept urmare, conform Primei teoreme de medie pentru integrala Riemann-
Stieltjes (vezi pagina 411), existd ZL‘; € [z 1,7;] s t), € [th_1,ts] astfel ca

d b

/ { / P, )dabdt = S5 ) (5 — w51) (e — ).

k=1j=1

"

Similar existd :c;/ € [rj_1,xj] sit), € [tk—1,1x] astfel ca

/ { / P tydtydz = S5 ) (55— 55 (0 — ).

k=1j=1

Prin urmare

7{7f(:c, t)dz}dt — 7{7f(:c, t)dt}dr| <

SN @ ty) — flag )} g — am) (t — te)

k=1 j=1

< <

<e(b—a)(d-—c).

Cum ¢ a fost ales arbitrar, deducem concluzia. [
Exercitii

1. S4 se calculeze

2. Pentru

o # 0, s# se calculeze F'(a).
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3. S& se arate ca

™

_ 2 _
/ln(b cos:c)dxzﬂln(b—i—\/b 1

a — CoST a—i—\/aQ—l)’

0

unde a,b > 1.
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REZUMAT

Fiea,b,c,dGR,D:{(x,t)|a§x§b,c§t§d}§if:D—>Ro
functie continud. Atunci functia, data de F(t f f(x,t)dz, pentru

orice t € [c,d], este continui.
Fie a,b,c,d e R, D ={(z,t) |[a <z <bec<t<d}si f:D—Ro
functie continua pentru care existéi Qﬁ(x t) si este continui pe D.

Atunci functia, datd de F(¢ f f(z,t)dz, pentru orice t € [c,d], este

derivabili si [ (t f 91 (x,t)dx.

Fie a,b,c,d € R, D—{(:ct)\a<x<bc<t§d}§if:DHR
o functie continui, pentru care exista 9f (:c t) si este continud pe

D. Fie a,f : [c,d] — [a,b] doud functii derlvablle. Atunci functia,
ﬁ(t)
datd de ¢(t) = [ f(z,t)dz, pentru orice t € [c,d], este derivabild si
a(t)
, , 5)
¢(6) =SB0 08 () = fe@), 0’ () + [ 5w 0)d

Fie a,b,c,d € R, D—{(xt)|a<:n<bc<t<d}§1f D—-Ro
functie continuid. Atunci f{ffxtd:n}dt f{ffxtdt}dx
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INTEGRALA MULTIPLA

Masura unui interval inchis din RP
Submultimi ale lui R? de masura nula
Integrala Riemann a unei functii de mai multe variabile
Integrala multipla ca integrala iterata
Schimbarea de variabile pentru integrala Riemann a functiilor de
mai multe variabile

Masura unui interval inchis din RP

Definitie. Un interval inchis din RP este o submultime J a lui RP de
forma [a1,b1] X ... X [ap, by, unde a;,b; € R, a; < b;, pentru orice i €
{1,2,...,p}.

Observatie. J se numeste cub in cazul in care by —a; = ... = b, — a,.

Definitie. Numarul u(J) = (by — ay) - ... - (by — a,) se numeste masura
lut J = [al,bl] X ..o X [ap,bp].

Observatie. Pentru p = 1 terminologia clasicd este cea de lungime, pen-
tru p = 2 cea de arie, iar pentru p = 3 cea de volum.

Observatie. Dacd ezista k € {1,2,...,p} astfel ca ay = by, atunci p(J) =
0; acest fapt nu implica ca J este vid, ci faptul ca J nu are ”grosime” in cea
de a k-a dimensiune.

Submultimi ale lui R? de masura nula

Definitie 1. O submultime Z a lui RP se numeste de masurd Jordan nuld
dacad pentru orice € € R, € > 0, existd o familie finita {.J, ..., J,} de intervale
inchise astfel incdt Z este continutd in reuniunea elementelor acestei familii
gi (1) + ..+ p(Jn) < e.

Nota istoricd. Camille Jordan (1800-1888) a studiat la liceul din Lion.
Incepand cu 1855 studiazd matematica la Ecole Polytechnique, unde, din
1876, este si profesor de Analizd Matematicd. Din 1883 este profesor si
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la Collége de France. Tratatul sau in trei volume, aparut intre 1882 si
1887, intitulat Cours d’analyse de I’'Ecole Polytechnique, este un model de
prezentare riguroasi gi pedagogics a chestiunilor de Analizi Matematicd. In
1885 devine, pentru o perioadd de 35 de ani, editorul uneia dintre cele mai
influente publicatii matematice, anume Journal de Mathématiques Pure et
Appliquées (cunoscut si sub numele de Journal de Liouville). Trei dintre cei
sase fii ai sdi au murit in primul rdzboi mondial. A fost membru al Académie
des Sciences, ofiter al Légion d’honneur si Presedinte de onoare al Congre-
sului International al Matematicienilor de la Strasbourg, care a avut loc in
1920.

Exemple

1. Orice submultime finitd a lui RP este de masurd Jordan nuld.

2. Orice submultime a lui RP ale cdrei elemente formeazd un sir conver-
gent este de mdsurd Jordan nuld.

3. Multimea S = {(z,0) | z € [0,1]} C R? este de mdasurd Jordan nuld.

4. Multimea S = {(z,y) | |z| + |y| = 1} C R? este de masurd Jordan
nuld.

5. Multimea S = {(x,y) | 2> +y* = 1} C R? este de mdsurd Jordan nuld.

6. Fie f : [a,b] — R, a,b € R, o functie continud. Atunci multimea
S ={(z, f(x)) | x € [a,b]} C R? este de mdsurd Jordan nuld.

7. Multimea S = {(z,y) | =,y € [0,1] N Q} C R? nu este de mdsurd
Jordan nuld, degi este numarabild.

8. O reuniune finitd de multimi de mdasurd Jordan nuld este o multime
de masurd Jordan nuld.

9. In contrast cu 6, existd f,q : [0,1] — R, doud functii continue, astfel
incat S = {(f(t),g(t)) |t €[0,1]} C R? nu este de mdasurd Jordan nuld (ea
continand [0,1] x [0,1]); S se numeste curbd Peano. A se vedea exercitiul 8
de la pagina 477.

Integrala Riemann a unei functii de mai multe variabile

In cele ce urmeazi vom presupune ca D C RP este o multime compacta,
iar f: D — RY este o functie marginiti.

Functia f : D — R? prelungitd cu valoarea 0 in afara lui D, se va nota
tot cu f.

Deoarece D C RP este o multime compacta, exista Iy un interval inchis
din RP, care contine pe D.
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Sa presupunem ci
]f = [al,bl] X ... X [ap,bp],

unde a;,b; € R, a; < b;, pentru orice i € {1,2,...,p}.

Pentru orice k € {1,2,...,p}, fie P o partitie a lui [ag, bg].

Aceste partitii induc o partitie P a lui /¢ intr-un numar finit de intervale
inchise din R?.

Daca P si () sunt partitii ale lui I; spunem cd P este o rafinare a lui @
daca orice interval al lui P este continut intr-un interval al lui Q).

Definitie. Fie f: D — RY, unde D C RP.
O sumd Riemann a lui f corespunzdtoare partitiei P = (Jy, J2, ..., Jn) a

lui Iy, are forma
N =S Faout)
k=1

unde xy, € Ji, pentru orice k € {1,2,...,n}.

Spunem ca functia f este integrabild Riemann dacd existd un element
L € R? cu proprietatea ca pentru orice € € R, € > 0 existd P. o partitie a
lui I¢ astfel ca, pentru orice partitie P, care este o rafinare a lut P, si orice
sumd Riemann S(P; f) corespunzdtoare lui P, avem

IS(P; f) = LIl <e.

In acest caz, L este unic determinat, nu depinde de I £, se numeste inte-
grala Riemann a lui f pe D si se noteazd ff sau, pentru p = 2, fff sau

fffxyd:cdy, sau, pentru p = 3, ffff sauffff:cy, d:z:dydz

Urmadtorul rezultat se va folosi in cadrul demonstratiei primei teoreme de
integrare pentru integrala Riemann multipla.

Criteriul lui Cauchy. Fie f: D — R?, unde D C RP este o multime
compactd. Atunci f este integrabild Riemann, pe D, dacd si numai dacd
pentru orice € € R, ¢ > 0 existd Q., o partitie a lut 15, astfel ca pentru orice
partitii P i Q, care sunt rafindri ale lui Q. si orice sume Riemann S(P; f)
5i S(Q; f), corespunzatoare lui P, respectiv @), avem

IS(P; f) = S(Q; )| < e.
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Rezultatul urmator exprima proprietatea de liniaritate a integralei Rie-
mann multiple. El va fi folosit in cadrul demonstratiei lemei 2 (vezi pagina
433), lemei 4 (vezi pagina 436), precum si a teoremei de aditivitate de dome-
niu a integralei Riemann multiple (vezi pagina 437).

Teorema. Fie D C RP o multime compactd, f,q: D — RY doud functii
integrabile Riemann pe D si o, € R.
Atunci af + (g este integrabild Riemann pe D si

Jar+sp=afr+s]s

Demonstratie. Totul decurge din faptul ca
S(P;af +Bg) = aS(P; f)+ BS(P;g),

unde P este o partitie arbitrara a lui /¢, iar punctele intermediare folosite
sunt aceleasi pentru toate cele trei sume Riemann. [

Lema urmitoare se va folosi in cadrul observatiei de la pagina 435-436.

Lema 1. Fie f : D — R?, o functie mdrginitd, unde D C RP este o
multime compactd de masurd Jordan nuld. Atunci f este integrabild Rie-

mann pe D st
/f 0.
D

Demonstratie. Deoarece D este de masura Jordan nula, pentru orice ¢ > 0
existd o partitie P. a lui Iy cu proprietatea cd acele intervale ale sale care
contin puncte din D au suma masurilor inferioara lui €.

Daca M € R are proprietatea ca

1f ()|l < M,
pentru orice x € D, atunci
ISP )l < Me,

pentru orice partitie P care constituie o rafinare a lui P., ceea ce arata cd f
este integrabila Riemann pe D si

lf:o.m
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Observatie. Rationamentul de mai sus ne aratd de asemenea ci dacd
[ : D — Rleste o functie marginitd cu proprietatea ca {x € D | f(x) # 0}
este de masurd Jordan nuld, atunci f este integrabild Riemann pe D si

éf:&

Urmétoarea lem# se va folosi in cadrul Teoremei de aditivitate de domeniu
a integralei Riemann multiple (vezi pagina 437).

Lema 2. Fie D C RP o multime compactd, E C D, E avind mdsurd
Jordan nuld si f,g : D — R? douda functii marginite, astfel incat f este
integrabila Riemann pe D g1

pentru orice v € D — F.
Atunci g este integrabild Riemann pe D si

ol

Demonstratie. Conform ipotezei, functia h = g — f este nuld pe D — F,
deci, cum E este de mésurd Jordan nuld, conform observatiei aferente lemei
1, h este integrabild pe D si

/h:&

D
Conform teoremei de la pagina , functia h + f, i.e. functia g este integra-

bild si
ép:éﬁ+f:£h+éf:£f:

Integrabilitatea Riemann a functiilor de mai multe variabile

Este de agteptat cd daca f este continud pe un interval inchis J din R?,
atunci f este integrabild pe J. Vom demonstra un rezultat mai puternic,
care permite functiei sa aiba discontinuitati pe o multime de masura nula.
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Prima teorema de integrare pentru integrala Riemann multipla.
Fie f:J— R?, o functie marginita, unde J este un interval inchis din RP.
Daca f este continud exceptind punctele unei multimi E de masurd Jordan
nuld, atunci f este integrabild pe J.

Demonstratie. Fie M € R astfel ca

1 ()] < M,

pentru orice x € J gi fiee € R, e > 0.

Atunci existd o partitie P. a lui J astfel ca intervalele sale care contin
puncte din F au suma masurilor mai mica decét ¢.

Reuniunea C' a intervalelor lui P., care nu contin puncte din F, este o
submultime compacta a lui R? pe care f este continud, deci uniform continus.

Prin urmare, inlocuind eventual pe P. cu o rafinare a sa, putem presupune
ca dacd Jy este un interval al lui P., care este continut in C' si daca x si y
sunt puncte arbitrare ale lui J, atunci

1f(z) = F)ll <e.

Fie acum P si () rafiniri ale lui P..
S'(P; f) si S'(Q; f) fiind portiunile din sumele Riemann corespunzitoare
intervalelor din C', avem

|s'Pi) = '@ )| < ent.
S”(P; f) s SN(Q; f) fiind celelalte portiuni din sumele Riemann, avem

|s"in-s"@n| <|s" @)+

S (Q; f)” < 2Me.

Prin urmare
[S(P; f) = S(Q; Il < 2M + p(J))e,
deci f este integrabila. [

Teorema de mai sus stabilegte integrabilitatea unei functii pe un interval
J, in conditiile de continuitate mentionate mai sus. Este de dorit sa obtinem
un rezultat care si stabileascd integrabilitatea pe o multime mai generald
decat un interval.
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A doua teoremai de integrare pentru integrala Riemann multipla.
Fie f: D — R functie continud, unde D este o submultime compactd a
lui R? care are frontiera de mdsurd Jordan nuld. Atunci f este integrabild
pe D.

Demonstratie. Fie Iy un interval inchis care contine pe D si sd extindem
pe f, pe RP, prin f(x) = 0, pentru = ¢ D.

Atunci aceastd extindere este continud in orice punct al lui Iy, excep-
tand eventual Fr(D), care este de misurd Jordan nuld, de unde, conform
primei teoreme de integrabilitate pentru integrala Riemann multipld, f este
integrabila. [J

Definitie 2. O submultime marginita D, a lut RP, care are frontiera de
masurd Jordan nuld, se numeste mdsurabild si definim masura lui D, notata

cu A(D), ca fiind
/ ldz.

DUFr(D)

Urmétoarea lemd va fi folositd in demonstratia lemei 4 (vezi pagina 436),
precum si a teoremei de aditivitate de domeniu a integralei Riemann multiple
(vezi pagina 437).

Lema 3. Dacd D este o submultime masurabila a lui R, atunci multimea
compacta D U Fr(D) este masurabild gi

A(D) =A(DU Fr(D)).
Demonstratie. Deoarece, conform cu exercitiul 12 de la pagina 116, avem
Fr(DUFr(D)) C Fr(D),

deducem cd Fr(D U Fr(D)) este de masurd Jordan nuld, deci D U Fr(D)
este masurabila si

A(D U Fr(D)) = / ldo = / ldz = A(D). O

DUFr(D)JUFr(DUFr(D)) DUFr(D)

Observatie. Fie D o submultime a lui RP, care este de masurd Jordan
nuld (vezi Definitia 1). Prin urmare, pentru orice € € R, ¢ > 0, existd o
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familie finita {J, ..., J,} de intervale inchise astfel incit D este continutd
in reuniunea elementelor acestei familii gi p(Jy) + ... + p(Jp) < €. Atunci
Fr(D)C JJU...UJ,, deci D gi Fr(D)UD sunt de masurd Jordan nuld si,
prin urmare, D este masurabild in sensul Definitier 2, si, conform lemei 1
(vezi pagina 432), avem

A(D) = / ldz = 0.

DUFr(D)

Reciproc, sa presupunem ca D este masurabild in sensul Definitiei 2, si
cd A(D) = 0. Atunci, pentru orice € € R, € > 0, existd o partitie P- a unui
interval care contine D, astfel incdt pentru orice sumd Riemann corespunzd-
toare lur P. si functiei

.1, z€ DUFr(D)
Jo(x) ={ 0, altminteri

avem
0 S S(Ps;fD) <é&.

Alegand punctele intermediare in D U Fr(D), cand este posibil, deducem
ca DUFr(D) este inclusd intr-o colectie finita {J, ..., J,} de intervale inchise
din P. cu p(Jy) + ... + p(Jn) < €, adica D este de mdasurd Jordan nuld.

Prin urmare, o submultime D a lui RP este de masurd Jordan nuld dacd
g1 numai dacd este mdsurabild in sensul Definitiei 2 si A(D) = 0.

Lema 4. Dacd Dy gt Dy sunt submultimi marginite, mdsurabile a lui RP,
atunci Dy N Dy g1 D1 U Dy sunt masurabile s

A(Dy) + A(Dy) = A(Dy U Do) + A(D1 N Dy).
In particular, dacd A(Dy N Dy) =0, atunci
A(Dy) + A(Ds) = A(D1 U Dy).
Demonstratie. Deoarece, conform exercitiului 12 de la pagina 116, avem
Fr(DyUDs) C Fr(Dy)U Fr(D,)

si
F’I“(Dl N Dg) g F’I"(Dl) U F’I“(DQ),
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deducem cd multimile Fr(Dy U Ds) si Fr(D; N Dy) sunt de mésurd Jordan
nuld, deci multimile Dy U Dy si D1 N Dy sunt masurabile.

Folosind lema 3 (vezi pagina 435) putem presupune cd multimile D; si
D5 sunt inchise.

Prin urmare D, U Dy si Dy N Dy sunt inchise.

Fie f1, fo, f; §i f, functiile egale cu 1 pe Dy, Dy, Dy N Dy si respectiv
Dy U Dy si prelungite cu 0 in afara acestora.

Aceste functii sunt integrabile si

i+ fo=fi+ fr

Daca J este un interval care contine pe D; U Dy, atunci conform teoremei
de la pagina ,

AD) +AWD:) = [+ 1= [+ )=
J J J

Z/(mefr):[fﬂr[fr=A(D1UD2)+A(D1WD2)- O

J

Rezultatul urmator exprima faptul cd integrala Riemann multipld este
aditiva in raport cu domeniul de integrare.

Teorema de aditivitate de domeniu a integralei Riemann mul-
tiple. Fie f : D — R? integrabild, unde D este o submultime compactd i
masurabild lui RP.

Fie Dy st Dy doud submultimi inchise mdasurabile ale lui D avdind urmd-
toarele proprietati:

i) D = D1 U Dy

5t

it) D1 N Dy este de mdsurd nuld.

Atunci f este integrabild pe Dy si pe Do si

lfz/er/f.

D1 Do

Se poate justifica usor urmétorul rezultat:
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Teorema. Fie f: D — RY integrabild pe D, unde D este o submultime
compactd si masurabild a lur RP.
Fie M € R astfel incadt
If(@)] < M,

pentru orice x € D.
Atunci

[1] <a1-am),

In particular, dacd f: D — R gi existd m, M € R, astfel ca
m < f(z) < M,

EUS/fSM*MD)

Teorema urmaétoare extinde Prima teorema de medie pentru integrala
Riemann-Stieltjes (vezi pagina 411).

pentru orice x € D, atunci

Teorema de medie. Fie f: D — R continud pe D, unde D C RP este
compactd, conexd st masurabild.
Atunci existd un punct p, apartindnd lui D, astfel ca

/fzﬂM»MD)

Integrala multipla ca integrala iterata

Prezentam in continuare modul in care putem reduce calculul integralei
duble si triple la integrale de ordin inferior prin scrierea acestora ca integrale
iterate.

Teorema. Daca f : D — R este o functie continud, unde existd a, b, c,d €
R astfel ca D = {(z,y) |a <z <b, ¢ <y <d}, atunci

[ 1= [ifomn= [ fsccsns
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Demonstratie. Conform teoremei de inversare a ordinii de integrare (vezi
pagina 424), avem

//fxydx :]7f:cydy

deci este suficient si ardtdm ca

|/ f:7<7f<a:,y>dx>dy

Fie F': [c,d] = R, F(y ff x,y)dx, pentru orice y € [c, d].

Fiec=yo <y; < .. <y, =do partitie a lui [¢,d], a =z < a1 < ... <
xs = b o partitie a lui [a, b], iar P partitia lui D obtinuta utilizand intervalele

['xk—la .flfk] X [yj—la y]]
Pentru ¢} un punct arbitrar din [y;_1,y;], avem

b s Tk
Flyt) = / Fy)dr =3 / f(ey?)da
a k::lzki1

Conform primei teoreme de medie pentru integrala Riemann-Stieltjes
(vezi pagina 412), pentru orice j si k, existd 7, € w1, 73, astfel ca

= f@y)) (@ — zpa)-
k=1

Atunci
S F) W —yim1) = D> F@hy) (@ — z—1)(y; — yj—1),
=1 j=1 k=1

de unde concluzia. [
Mai general, are loc urmatorul rezultat:

Teorema. Daca f : D — R este o functie integrabild, unde exista
a,b,c,d € R astfel ca D = {(z,y) | a < x <b c <y <d CR? g
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b
pentru orice y € [c,d), integrala F(y) = [f(z,y)dx existd, atunci F este

a

integrabila pe [c,d] gi

[ 1= [ifromn= [ fsccsps

Corolar. Fie
A={(z,y) | aly) <z <B(y), c<y<d} CR?

unde o, (3 : [c,d] — [a,b] sunt functii continue.
Daca f: A— R este continud pe A, atunci f este integrabild pe A i

J 5= esom

¢ ay)

Demonstratie. Putem presupune cd f este 0 in afara lui A.

Deoarece Fr(A) = {(z,f(z)) | = € [a,b]} C R? are méasurd Jordan
nuld, conform celei de a doua teoreme de integrare pentru integrala Riemann
multipld (vezi pagina 435), rezultd cd f este integrabild pe A.

b B(y)
Cum pentru un y fixat, [f(z,y)dz existd si este egald cu [ f(x,y)dz,
a a(y)

concluzia decurge din teorema precedentd, unde D = [a, b] X [c,d]. O
Pentru integrala tripld functioneaza rezultate similare.

Teorema. Fie o, : D — R doud functii continue, unde D este o sub-
multime compactd gi mdsurabild lut R?, astfel incat o < 8 si M = {(z,y,2) €
R | (2,y) € D gi alz,y) < 2 < Bz, y)}.

Atunci, pentru orice functie continud f: M — R, avem

///f:cy, dmdydz—///fxy, )dz)dxdy.

a(z,y)

449



Observatie. Rezultate similiare celor descrise mai sus (care poartd nu-
mele generic de formule Fubini), intr-un cadru mult mai general, se vor
studia la cursul de Teoria Mdasurii.

Nota istoricd. Guido Fubini (1879-1943) a studiat la Venetia si la Scuola
Normale Superiore di Pisa, unde i-a avut ca profesori pe Dini si pe Bianchi
care l-au canalizat spre cercetiiri de geometrie. Isi sustine teza de doctorat
in 1900. Predd la universititile din Catania, Genova si Torino. A tratat
teme din diverse ramuri ale matematicii, precum ecuatii diferentiale, functii
analitice, functii complexe de mai multe variabile, calculul variational, ecuatii
integrale neliniare, teoria grupurilor, geometrie neeuclidiand si proiectivi. In
timpul primului razboi mondial a studiat acuratetea tirurilor de artilerie, ceea
ce l-a condus la studiul acusticii si electricitatii. Datoritd circumstantelor
politice emigreaza in 1939 in Statele Unite ale Americii.

Schimbarea de variabile pentru integrala Riemann a functiilor
de mai multe variabile

Un instrument foarte util in calculul integralelor multiple este dat de
urmatorul rezultat.

Teorema de schimbare de variabile la integrala multipla. Fie
©:G =G CRP — RP o functie de clasd C* pe G astfel ca

detJ,(x) # 0,

pentru orice © € G.
Daca D este o submultime compactd i mdasurabild lui G, iar f: (D) —
R este continud, atunci este masurabild gt

(D)
[ 1= [reodetsl.

@(D) D
Remarca. Concluzia este adevdratd, chiar si in cazul in care detJ, se
anuleazd pe o multime de masurd Jordan nuld.
Remarca. Din punct de vedere practic, avem de calculat [ f. Formula

¢(D)
de schimbare de variabile ne conduce la calculul integralei [(f o @) |detJ,|,
D
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in care structura "complicatd" a lui (D) este inlocuitd cu structura mai
"abordabila" a lui D. Spre deosebire de cazul 1-dimensional, unde scopul
schimbarii de variabile este acela de a "simplifica” functia de integrat, in cazul
multidimensional, accentul cade de "simplificarea” structurii domeniului pe
care se integreazd.

Remarca. latd citeva schimbdri de variabile standard:
1. Trecerea la coordonate polare in plan
Fie p : R? — R2?, datd de

¢(p,0) = (pcost, psinb),

pentru orice (p,0) € R%
Avem

detJ,((p,0)) = p,

pentru orice (p,0) € R? gi, evident, p este de clasd C'.

Dacd D, este o submultime compactd si masurabild lui R?, D, C [0, 00) X
0, 27| are proprietatea cd ¢(D,) = D, iar f: D — R este continud, atunci
w(D) este masurabild gi

// f(:c,y)d:ﬁdy://pf(pcos&,psiné’)dpd@.
©(Dp)=D Dy

2. Trecerea la coordonate polare in spatiu
Fie p : R3 — R3, datd de

©(p,0,p) = (pcosfsin g, psinfsin p, p cos p),

pentru orice (p,0,p) € R3.
Avem

detJ,((p,0)) = p*singp,
pentru orice (p, 0, ) € R? si, evident, ¢ este de clasd C1.
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Dacd Dy este o submultime compactd i mdsurabild lui R, D, C [0, 00) x
0,27 x [0, 7] are proprietatea ca ¢(Ds) = D, iar f: D — R este continud,
atunci p(D) este mdsurabild §i

///f x,y, z)dxdydz = ///,0 sin ¢ f(p cos@sin @, psin @ sin ¢, p cos v)dpdhdp.

p(Ds)=

Exercitii

1. S4 se calculeze:
) [ [(z — y)dzdy, unde D este domeniul marginit limitat de dreptele
D

y=—1,y=1,y=x+1side parabola x = 32

ii) [ [(2*+y)dzdy, unde D este domeniul mérginit limitat de parabolele
D

r=y>siy=a°
iii) [ [zydzdy, unde D este domeniul mérginit limitat de axele de coor-
D

donate si de \/z + /y = 1.
iv) [ [ Z—;dxdy, unde D este domeniul marginit limitat de dreptele x = 2,
D

y=x gide zy = 1.
2. 54 se calculeze: )
i ffarcsini(:c +y*)2dzdy, unde D = {(x,y) | 7* < 2?2 +y* < (27)%}.

ff sdzdy, unde D = {(z,y) | 1 < 2% +y? < 2z}.

iii ) f\/:c2+y dxdy, unde D = {(z,y) | 22 + y* < 4}.

iv ff\/:n2+y dxdy, unde D = {(z,y) | ax < 2% + y* < 2az,y > 0}.
D

3 S4 se calculeze:
ffxdxdy,undeD {(z,y) |1 <2y <2,1<2<22>0}.

1i)ff(:c+y)dxdy, unde D = {(z,y) |1 <z +y <13,z <y < 5z}.
D

iii) [ [(z + y)dady, unde D = {(z,y) | & + Zé—z <1}
D

4. Sa se calculeze:
i) [ [ [zyzdzdydz, unde V este domeniul descris de: 0 <z <a,0 <y <

1%
bsi0<z<c¢ a,bceR;
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ii) [ [ [(z +y)zdzdydz, unde V este domeniul limitat de: = > 0, y > 0,
v

z2>20siz+y+2<1;
iii) [ [ [zdxzdydz, unde V este domeniul limitat de: z = 0, z = h i
v

22 = Z—;(sc2+y2), a,h € R, h > 0;
iv) [ [ [(z*+y*+2?)dxdydz, unde V este domeniul descris de: 22 +y? +
v

22 <a? acR;
v) [ [ [(@® +y® + 2%)2dzdydz, unde V este domeniul descris de: 22 +
v

P+ 22 < 2

REZUMAT

Vom numi masura intervalului inchis J = [a1,01] X ... X [ay,b,)]
numadrul pu(J) = (by —aq) - ... - (b, — ap).

O submultime Z a lui R? se numeste de masura Jordan nula daca
pentru orice ¢ € R, ¢ > 0, existd o familie finitd {Ji, ..., J,} de inter-
vale inchise astfel incat 7 este continuta in reuniunea elementelor
acestei familii si p(J1) + ... + u(J,) <e.

In cele ce urmeazi vom presupune ci D C R? este o multime
compacta, iar f : D — RY? este o functie marginita. Functia [ :
D — R? prelungita cu valoarea 0 in afara lui D, se va nota tot
cu f. Deoarece D C R? este o multime compacta, exista [; un
interval inchis din R?, care contine pe ). S& presupunem ca [y =
la1,b1] X ... X [ap, by], unde a;,b; € R, a; < b;, pentru orice i € {1,2, ..., p}.
Pentru orice k € {1,2,...,p}, fie P, o partitie a lui [ax,br]. Aceste
partitii induc o partitie P a lui /¢ intr-un numar finit de intervale
inchise din R?. Daca P si () sunt partitii ale lui /; spunem ca P este
o rafinare a lui () daca orice interval al lui P este continut intr-un
interval al lui ().

Fie D C R? o multime compacta, iar f : D — R? o functie
marginitd. O sumd Riemann a lui f corespunzatoare partitiei

P = (h,J2,.....;Jy) alui Iy, are forma S(P; f) = > f(xx)p(Jy), unde
k=1

x € Jg, pentru orice k € {1,2,...,n}. Functia f_se numeste inte-
grabila Riemann daci exista un element L € R? cu proprietatea ca
pentru orice € € R, ¢ > 0, exista P, o partitie a lui /; astfel ca, pentru
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orice partitie P, care este o rafinare a lui P. si orice suma Riemann
S(P; f) corespunzitoare lui P, avem ||S(P; f) — L|| < . In acest caz,
L este unic determinat, nu depinde de [;, se numeste integrala
Riemann a lui f pe D si se noteazi ff sau, pentru p = 2, fff sau

fff:vydxdy, sau, pentru p = 3, ffffsauffff:vy, d:ndydz

Fie f : D — R? continua, unde D este o submultlme compacta
a lui RP, care are frontiera de masura Jordan nuld. Atunci f este
integrabila pe D.

Pentru D o submultime mairginiti a lui R?, care are frontiera
de maéasurd Jordan nuld, spunem ca D este masurabila si definim
méisura lui D, notatd cu A(D), ca fiind [ 1ldz.

DUFr(D)

Fie A = {(z,y) | aly) <z < B(y), c <y < d} C R? unde o,f :

[c,d] — [a,b] sunt functii continue. Dacid f: A — R este continud pe
d By)
A, atunci f este integrabild pe A si fff [ [ flz,y)dx)dy.

¢ afy)
Fie o, : D — R doua functii contlnue, unde D este o sub-

multime compacti si misurabila lui R?, astfel incat o < 8 si M =

{(z,9,2) € R* | (z,y) € D sia(r,y) <z < B(x,y)}. Atunci, pen-

tru orice functie continui f : M — R, avem [ [ [f(z,y, z)dzdydz =
M

[ J( f f x,vy, 2)dz)dxdy.
D a(z,y)

Fie p : G = G C R? — R? de clasd C' pe G astfel ca detJ,(z) #
0, pentru orice r € G. Daca D este o submultime compacta si
masurabila lui G, iar f : go(D) — R este continui, atunci ¢(D) este

misurabild si [ f= [(fo)]|detd,|
WD) D
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INTEGRALE IMPROPRII

In sectiunea de fatd ne vom intoarce la integrarea functiilor de o variabild
reald si vom iscuta despre integrale improprii, adicd despre integrale care
sunt definite ca limite de integrale Riemann.

Integrala improprie: cazul functiilor nemarginite
Integrala improprie: cazul domeniilor nemarginite

In sectiunile anterioare am considerat functii marginite, care au dome-
niul de definitie o mult{ime compacta. Daca se renuntd la una dintre aceste
ipoteze, teoria prezentatd nu mai este valabila fara a se opera anumite schim-
biri. Intrucat in multe aplicatii este de dorit s¥ se opereze cu functii care
nu sunt marginite sau care nu au domeniul de definitie o multime compact4,
vom prezenta teoria integralei si in acest caz.

Integrala improprie: cazul functiilor nemarginite

Fie J = [a,b] C R si f o functie cu valori reale al cdrei domeniu de
definitie contine pe (a, b].
S& presupunem cd f este integrabild Riemann pe orice interval [c, b], unde
¢ € (a,b] si si notdm
b
L:/f

Vom defini integrala improprie a lui f, pe J = [a, b], ca fiind limita lui I,
atunci cand c tinde cétre a.

Definitie. Fie J = [a,b] C R gi f o functie cu valori reale, al cdarei
domeniu de definitie contine pe (a,b].
Sa presupunem cd [ este integrabild Riemann, pe orice interval [c,b],
unde ¢ € (a,b] si sd notam
b
Q:/ﬁ
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Daca exista I € R astfel incdt pentru orice € € R, € > 0, existd ). € R,
de > 0 astfel ca pentru orice ¢ € (a,a+ 0.) sd avem

1. —I| <¢,
spunem cd I este integrala improprie a lui f pe J = |a, b] i vom nota aceastd

valoare prin [ f sau prin [ f(x)dx
a+ a+

Observatie. Asadar
/ f =Ilim f

Observatie. De multe ori semnul + din limita inferioard de integrare
este omis.

Exemple

1. Fie J = [a,b] C R gi f o functie marginitd cu valori reale al carei
domeniu de definitie contine pe (a,b].
Daca f este integrabila Riemann pe orice interval [c,b], unde ¢ € (a,b],
b

atunci exista [ f.
a+
Spre exemplu, functia f : (0,00) — R datd de

f(2) = sin(2),

T

pentru orice x € (0,00), este integrabila impropriu pe [0, 1].
2. Funclia

1
f(l‘) =
unde x € (0,1], nu este integrabild impropriu pe [0, 1].
3. Functia
f(z) = 2°,

unde x € (0, 1], este integrabila impropriu pe [0, 1], pentru o € (—1,0) gi nu
este intergrabild impropriu pe [0, 1], pentru o € (—oo, —1).
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Discutia precedenta a tratat functiile care nu sunt definite sau nu sunt
marginite in capatul din stdnga al intervalului. Este evident cum se trateaza
cazul in care functia are un comportament similar in capatul din dreapta al
intervalului. Mai interesant este cazul in care functia nu este definitd sau nu
este marginitd intr-un punct interior al intervalului.

Daca p este un punct interior intervalului |a,bl, iar functia [ este definita

in orice punct din [a b, exceptind eventual pe p, si dacd existd integralele
—

improprii [ f si f f, atunci definim integrala improprie a lui f, pe [a,b],
a p+

ca fiind suma celor doud integrale improprii anterioare. Altfel spus, definim

integrala improprie a lui f pe [a,b] ca fiind

w1 [

p+o

Este clar cd, daca existd cele doud limite de mai sus, atunci existd si

limita
p+e
0
b
Ji%i/“/f hm/fml;%a/f-
pte p+6
p—e
Sda observam ca existenta limitei 1i1%1+( [ [+ [ f) nuimplica existenta
& a pte
limitelor hm f f s 511%1+ f f.
Spre exemplu pentru f(z) = %, x € [-1,1]—{0}, avem f dx—i—f dr =

0, pentru orice ¢ € (0,1), dar integralele improprii f =dr § f —=dxr nu

existd.
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In cazul in care existd, limita

Ji%lﬁf ’ / &

p+e

b
se va nota (CPV) [ f si se va numi valoarea principald Cauchy a integralei.

In cazul in care functia are un numdr finit de puncte in care nu este
definita sau nu este mdrginita, putem imparti intervalul in subintervale care
au ca extremitdti aceste puncte.

Integrala improprie (infinitd): cazul domeniilor nemirginite

Este important sd se extinda notiunea de functie integrabila si in cazul
functiilor care au drept domeniu de definitie o multime nemarginitd. De
exemplu, dacd f este definitd pe {x € R | x > a}, ia valori in R gi este

C
integrabild Riemann pe [a, ¢|, pentru orice ¢ > a, folosind notatia I. o I,
a

definim integrala improprie a lui f, pe [a,00), ca fiind limita lui /., atunci
cand c tinde catre oo.

Definitie. Fie f : [a,00) — R, unde a € R, o functie integrabild Rie-
mann pe |a,c|, pentru orice ¢ > a §i

Un numdr real I se numeste integrala improprie a lui f, pe [a,0), dacd
pentru orice € € R, ¢ > 0, exista M. € R, astfel ca, pentru orice ¢ € R,

c> M., avem
| — 1] <e.

o o0
In acest caz numarul real I se noteazd cu [ f sau cu [ f(x)dz si se mai

numeste integrala infinitd a lui f pe [a,00) (dupd terminologia introdusd de
Geoffrey Hardy (1877-1947), profesor la Cambridge).
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Observatie. Asadar
/ f = lim f

Exemple

1. Fie ]
f(l‘) = 57

unde z € [a,00), a > 0.

Integrala infinitd a lui f pe [a, 00) nu existA.

2. Fie functia

flz) =%,

unde x € [a,0), a > 0, iar a # —1.

Atunci integrala infinitd a lui f pe [a,00) nu existd pentru o > —1 si
exista pentru o < —1.

3. Fie functia

flx) =€,
unde z € R.
Atunci integrala infinitd a lui f pe [0, 00) existd si este 1.

Observatie. Putem considera de asemenea cazul functiilor definite pe R.
In acest caz cerem ca f sa fie integrabild Riemann pe orice interval din R gi

consideram limitele
Jml/fm”/j

lim f@/f

Este usor de demonstrat ca daca cele doud limite de mai sus existd pentru
o anume valoare a lui a, atunci ele existd pentru orice valoare a lut a. In

§t
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acest caz definim integrala improprie a lui f pe R (sau integrala infinitd a
lui f pe R) ca fiind suma integralelor de mai sus, adicd:

/f:blim f+lim/f.
—00 b a

Este clar cd daca existd cele doud limite de mai sus, atunci exista gi limita

(}Lrgo(]f+]f)
[ m [t [re [ 1+ [
oo b a "¢ a

Daca exista, im ([ f+ [f) se va numi valoarea principald Cauchy a

integralei gi se va nota cu

§i

(CPV) 7 f.

Sa observam ca existenta (CPV) [ f nu implica existenta [ f. Spre

—00 —00
Cc

exemplu pentru f(z) =z, x € R, avem [xzdx = 0, pentru orice ¢ € R, dar
0 [e'e) -
integralele improprii [ xdx si [xdx nu existd.
0

—00

Prezentam in continuare cateva criterii pentru existenta integralei impro-
prii a unei functii f, pe [a, 00).

Pentru inceput iatd un criteriu general de tip Cauchy.

Criteriul lui Cauchy. Fie f : [a,00) — R, unde a € R, o functie
integrabild Riemann pe [a, c|, pentru orice ¢ > a.
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o0
Atunci [ f existd dacd gi numai dacd pentru orice € € R, & > 0, existd

K. € R astfel incat avem
b

/f <,

[

pentru orice b > ¢ > K..
Urmadtoarele trei criterii vizeaza functii care au valori pozitive.

Teoremd. Fie f : [a,00) — [0,00), unde a € R, o functie integrabila
Riemann pe |a,c|, pentru orice ¢ > a.

Atunci [ f existd dacd si numai dacd multimea {I.. | ¢ > a} este mdrginitd.

Criteriu de comparatie cu inegalititi. Fie f,g : [a,00) — [0,00),
unde a € R, doud functii integrabile Riemann pe [a,c], pentru orice ¢ > a,
astfel ca

a
In acest caz

0 < f(x) < glx),
pentru orice x € [a, 00).

Atunci, dacd existd [g existd si [ f.

0§7f§79-

Criteriu de comparatie la limitd. Fie f,g : [a,00) — [0,00), unde
a € R, doud functii integrabile Riemann pe [a,c|, pentru orice ¢ > a, astfel

ca
lim M # 0.

=00 ()

In plus,
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Atunci integralele [g si [f au aceeasi naturd; altfel spus ele existd sau
nu, stmultan.

Un criteriu foarte util, care va fi folosit in cadrul observatiei de la pagina
458, este urmatorul:

Criteriu lui Dirichlet. Fie f : [a,00) — R, unde a € R, o functie
continud cu proprietatea ca existd M € R, astfel ca

C
1<
a

pentru orice ¢ > a.

Fie g : [a,00) — R este o functie descrescatoare cu proprietatea cd

lim g(z) = 0.

—00

Atunci existd integrala [ fg.

a
Demonstratie. Pentru orice € € R, € > 0, existd K. € R astfel ca pentru
orice x > K, avem

€
0< < —.
< 9(2) < 537
Daca b > ¢ > K., conform celei de a doua teoreme de medie pentru
integrala Riemann-Stieltjes, punctul c) (vezi pagina 414), existd,( € [c,b]

astfel ca , :
[ro=s0 [

W <7 <o

rezultd ca, pentru b > ¢ > K., avem

b
/fg <g,
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o0

de unde, in conformitate cu criteriul lui Cauchy, existd integrala [ fg. O
a

Observatie. Problema definirii integralei improprii pentru functii avand
mai mult de o variabild este mult mair complexd. Spre exemplu, dacd f :

R? — R este o functie continud si dorim sd definim [ [ f(z,y)dzdy, ideea cea
RZ
mai la tndemdnd este aceea de a o defini ca fiind lim [ [ f(z,y)dzdy, unde
T—00 S’r

(Sy)r constituie o familie de multimi mdsurabile a cdaror reuniune acoperd
R2. Dificultatea constd in multitudinea posibilitatilor de a alege familiile
(S)r §i in neexistenta unei garantii cd diverse alegeri pentru familiile (S,),
vor genera aceeasi valoare a limitei. Lucrurile decurg "bine" atunci cind
f > 0 sau atunci cand integrala converge absolut (i.e. atunci cand integrala
lui |f| este convergentd). Amdnunte privind aceastd tematicd se pot gdsi
in Advanced Calculus, Gerald B. Folland, Prentice Hall, 2002, paginile
202-206.

Exemple

o0
o o s v 1
1. S& se arate ci existd {—sz dx.

o0
o o - o 2 . .
2. S4 se arate ci existd f e " dx si ca valoarea ei este ﬁg
0

Observatie. Funclia © — e~*" apare in multe contexete (ca de exemplu
in teoria probabilitatilor sau in statisticd). Primitiva acestei functii nu se
poate exprima cu ajutorulo functiilor elementare folosind un numdar finit de
operalii elementare (vezi Mazwell Rosenlicht, Integration in finite terms,
American Mathematical Monthly 79, 1972, paginile 963-972, Joseph Fels Ritt,
Integration in finite terms: Liouville’s theory of elementary meth-
ods, New York: Colombia University Press; London: Oxford University
Press IX, 1948 sau http://www.sosmath.com/calculus/integration /fant /fant.html
). Formula de mai sus prezintd numdrul = intr-un nou contex care nu are
nimic in comun cu notiunea de cerc.

72

3. Si se arate cd pentru p > 0, existd f%&,ﬂc)dm
1
4. Si se arate cd integrala [ sin(z?)dz, numitd integrala lui Fresnel (Au-
1

gustin Fresnel (1788-1827), matematician si fizician francez), exista.
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Este de remarcat ci sin(2?) nu tinde cétre 0, atunci cand x tinde cétre
0.

o0
5. Sd se arate c existd integrala I'(a) = [e “2* 'dz, unde o > 1. S& se
0

comenteze cazul « € (0,1).

REZUMAT

Fie J = [a,b] C R si f o functie cu valori reale, al cidrei domeniu

de definitie contine pe (a,b]. S& presupunem ci f este integrabild
b
Riemann, pe orice interval [c,b], unde ¢ € (a,b] si s& notdm I. = [ f.

Daca exista I € R, astfel incat pentru orice ¢ € R, ¢ > 0, exista
de € R, d. > 0 astfel ca pentru orice ¢ € (a,a+0.) sd avem |I. — [| < ¢,
spunem ci [ este integrala improprie a lui f pe J = [a,b] si vom

b b
nota aceastd valoare prin [ f sau prin [ f(z)dz, desi de multe ori
a+ a+

semnul + din limita inferioara de integrare este omis.
Dacd p este un punct interior intervalului [a,b], iar functia f
este definitd in orice punct din [a,b], exceptand eventual pe p, si

p— b
daci existd integralele improprii [f si [ f, atunci definim inte-
a p+

grala improprie a lui f, pe [a,}], ca fiind suma celor dou& integrale

improprii anterioare. Altfel spus, definim integrala improprie a
p—¢ b R
lui f pe [a,b] ca fiind lir61+ [ f+ lim [ f. In cazul in care existi,
E— a

5~>0+p+6
p—¢ b b
limita 1i1%1+( [ f+ [ f) se vanota (CPV)[f si se va numi valoarea
e a pte a

principala Cauchy a integralei.
Fie f : [a,00) — R, unde a € R, o functie integrabild Riemann pe

(&
a, c], pentru orice ¢ > a, iar I, = [f. Un numdir real | se numeste

integrala improprie a lui f, pe [a,0), dac& pentru orice ¢ € R, ¢ > 0,
existd M. € R, astfel ca, pentru orice c € R, ¢ > M., avem |[ — .| < e.

oo o0
In acest caz numdrul real | se noteazd cu [f sau cu [f(z)dz si se
a a
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mai numeste integrala infinitd a lui f pe [a,00). Putem considera
de asemenea cazul functiilor definite pe R. In acest caz cerem ca
f sa fie 1ntegrab11a Rlemann pe orlce interval din R si consideram

limitele hm f e f fsi hm f e f f. Este usor de demonstrat ci

a
daca cele doua llmlte de mai sus exista pentru o anume valoare a lui

a, atunci ele exists pentru orice valoare a lui a. In acest caz definim
integrala improprie a lui f pe R (sau 1ntegrala infinita a lui f pe R)

ca fiind suma integralelor de mai sus, adici f f= bhm f f+ lim f f.

—00

Daca existd, lim ( f f+ f f) se va numi valoarea principald Cauchy

a integralei si se va nota cu (CPV) [ f.

Fie f,g : [a,00) — R, unde a € R, doud functii integrabile Rie-
mann pe [a, |, pentru orice ¢ > a, astfel ca 0< f(z) < g( ), pentru

orice z € [a,00). Atunci, dacd exista fg exista si ff in plus,

Oﬁoffﬁj"og-

Fie f,g : [a,00) — R, unde a € R, doud functii integrabile Rie-
mann pe [a,c|, pentru orice ¢ > a, astfel ca lim ch Ez # 0. Atunci

r—00
o0 o0

integralele [g si [f au aceeasi naturd; altfel spus ele existd sau nu,

a a
simultan.

Fie f : [a,00) — R, unde a € R, o functie continui. S&i pre-
(&
[f
a
cd g : [a,00) — R este o functie descrescitoare ce tinde citre zero,
o

supunem ca exista M € R, astfel ca < M, pentru orice c > a si

atunci cand z tinde citre co. Atunci existi integrala [ fg.

Bibliografie

1. Robert G. Bartle, The Elements of Real Analysis, John Wiley &
Sons, Inc., New York-London-Sydney, 1964.
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CONVERGENTA UNIFORMA SI ABSOLUTA

Notiunea de convergenta absoluta
Notiunea de convergenta uniforma
Criterii de convergenta uniforma

Ca si in cazul seriilor, putem discuta despre convergenta absolutd a unei
integrale.

Notiunea de convergenta absoluta

Fie [ :|a,00) — R, unde a € R, o functie integrabild Riemann pe |a,c|,
pentru orice ¢ > a.

Atunci |f| este integrabild Riemann pe |a,c|, pentru orice ¢ > a.

Deoarece

—1fl < f<If]

o o
deducem cd dacd existd [ |f|, atunci existd si [ f, si, mai mult
a a

T<Tin

Definitie. Fie f : [a,00) — R, unde a € R. Dacd existd [ |f| spunem

a
[e.o]

ca f este absolut integrabild pe [a,00) sau cd [ f converge absolut.

oo .
Observatie. f &f)dx existd, dar nu este absolut convergentd.
™
Intr-adevir, existenta acestei integrale este asigurati de criteriul lui Dirich-
let (vezi pagina 448).
In plus, pentru orice k£ € N existd un interval J; de lungime b > 0, astfel
ca:

Jy, C [km, (k + 1))
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si

sina] > 7
sinx| > =,

-2
pentru orice x € Jj.

Atunci
km 2 3 km
/sin(:n) de/ sin(x) d:z:+/ sin(x) do i+ / sin(x) dr >
x x x x

T T 2w (k—1)m

22 3 kn”’

pentru orice k € N
Prin urmare f 2) dz nu este absolut convergenta.
Notiunea de convergentd uniforma

In multe aplicatii este important si consideram integrale infinite, in care
integrantul depinde de un parametru. Pentru a manevra astfel de situatii
este de importantd majord notiunea de convergenta uniforma a integralei in
raport cu parametrul.

Definitie. Fie f : [a,00) X [a,ﬁ] — R, unde o, 8 € R. Se presupune cd,
pentru orice t € |o, B], exista F(t ff x,t)dx.

Vom spune cd aceastda convergentd este uniformd (in raport cu t € o, 8])
dacd pentru orice € € R, € > 0, existd M. € R, astfel ca pentru orice ¢ > M.

gi orice t € [a, (], avem
—/f(:c,t)dx < €.

Definitii similare se pot enunta pentru t € [o,00) sau t € N.
Criterii de convergenta uniforma

Prezentam in continuare cateva criterii pentru convergenta uniforma.
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Criteriul de tip Cauchy prezentat mai jos se va folosi in cadrul demon-
stratiei criteriilor lui Weierstrass gi Dirichlet (vezi pagina ).

Criteriul lui Cauchy. Fie f : [a,00) X [a, ] — R, unde o, § € R.
Sa presupunem cd, pentru orice t € |, 5], exista F(t) = [ f(x,t)dx.

a
Atunci convergenta este uniformd dacd si numai dacd pentru orice € € R,
e > 0, exista K. € R astfel ca, pentru orice b > ¢ > K. gi orice t € [a, ff],
avem

b
/f(:c,t)dx < e.

Criteriul de mai jos se va folosi in cadrul demonstratiei teoremei de la
pagina .

Criteriul lui Weierstrass. Fie f : [a,00) X [o, f] — R, unde o, 8 € R.
Sa presupunem cd, pentru orice t € |o, 8] §i orice ¢ > a, functia f(.,t)
este integrabild pe |a,c| §i cd existd o functie M : [a,00) — Ry astfel ca

|f(z,t)] < M(z),

pentru orice x € |a,00) §i orice t € |, 5], §i cd, in plus, ezistd
/ M.
Atunci, pentru orice t € [a, f), integrala F(t) = [ f(z,t)dx este (absolut)

convergentd, iar convergenta este uniformd in raport cu t € |o, B3].

Demonstratie. Evident [ |f(z,t)|dx este convergent#, deci integrala F'(t) =

a
o0

[ f(z,t)dz este absolut convergents, pentru orice ¢ € [« f].

Pe de alta parte, inegalitatea

7f(93,t)d:n < 7\]‘(:6, t)|dx < 7M(:c)d:c,
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impreund cu Criteriul lui Cauchy, implicd convergenta uniforma in raport cu

t€la,p]. O

Remarca. Criteriul lui Weierstrass este util atunci cand convergenta
este absolutd si uniformd, dar nu este instrumentul potrivit atunci cand con-
vergenta este neabsolutd si uniformd. In acest caz se apeleazd la urmdtorul:

Criteriul lui Dirichlet. Fie f : [a,00) X [a, 8] — R, unde o, 5 € R, o
functie continud.
Sd presupunem cd existd A € R, astfel ca

/f(:c,t)dx <A

pentru orice t € [a, 5] §i orice ¢ > a.

In plus, sd consideram functia ¢ : [a,00) x [a, 5] — R cu urmdtoarele
proprietdti:

i) functia x — p(z,t) este descrescatoare, pentru orice t € [, f3],

st

it) functia © — @(x,t) converge catre 0, atunci cind x tinde cdtre oo,
uniform in raport cu t € [o, B], (adicd pentru orice ¢ € R, ¢ > 0, ewistd
K. € R, astfel ca pentru orice x € [K.,00) gi orice t € [a, ], avem 0 <
p(z,t) <€)

In aceste conditii, integrala

F(t) = /f(:ﬂ,t)gp(:ﬂ,t)dx

converge uniform in raport cu t € |« f].
Demonstratie. Pentru orice € € R, € > 0, existd K. € R, astfel ca pentru
orice x € [K,, 00) si orice t € |a, 3], avem

€
0<p(r,t) < —.
< ol@t) < oy
Daca b > ¢ > K., conform celei de a doua teoreme de medie pentru
integrala Riemann-Stieltjes (vezi pagina 415), pentru orice ¢t € [a, 3], existd
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&, € [c,b] astfel ca

b

&4
/ ol 1) f(z, )z = (e 1) / (@ ).

[

Prin urmare, pentru b > ¢ > K si t € [«, 3], avem

b
/f(:c,t)@(:c,t)dx < (e, t)2A < ¢,

de unde, conform Criteriului lui Cauchy, convergenta este uniforma. [
Exemple-Exercitii

cos(tx)

T3,7 dx converge uniform in raport cu ¢ € R.

1. Integrala
0

2. Integrala [e “z'dx converge uniform in raport cu ¢t € [0, 3], pentru

0
orice § € R, B > 0, dar nu converge uniform in raport cu t € R,.

3. Integrala [e “sin(x)dz converge uniform in raport cu ¢ € [y, 00),
0

pentru orice v € R, v > 0.

4. Integrala [ e’txﬂn—pd:ﬂ, unde funtia de sub integrala se considera a lua
0

valoarea 1 pentru z = 0, converge uniform in raport cu t € [0, 00).

REZUMAT

Fie [ : [a,00) — R, unde a € R. Daci existid [ |f| spunem c& f

este absolut integrabild pe [a,00) sau ci [f converge absolut.
Fie f : [a,00) X [, 5] — R, unde «, 3 € R. Se presupune ca, pentru

orice ¢t € [a,f)], existd F(t) = [f(z,t)dz. Vom spune ci# aceastd
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convergentd este uniformi (in raport cu ¢ € [a,f]) dacd pentru
orice ¢ € R, ¢ > 0, exista M. € R, astfel ca pentru orice ¢ > M. si

orice t € |o, (], avem 'F ff x,t) dx' < ¢. Definitii similare se pot

enunta pentru t € [, 00) sau t e N.

Fie f : [a,0) X [a,5] — R, unde o, € R. Se presupune ci,
pentru orice t € |«, (] si orice ¢ > a, functia f(.,t) este integrabild pe
la,c] si ca existd o functie M : [a,00) — R,, astfel ca, pentru orice
x € [a,00) siorice t € [a, (], avem |f(x,t)| < M(z), si cé, in plus, exista

fM Atunci, pentru orice ¢ € [a, (], integrala F(t ff x,t)dr este

(absolut) convergentd, iar convergenta este unlforma in raport cu

t € la,pfl.
Fie f : [a,00) X [, 5] — R, unde «, 3 € R, o functie continui. Se

jf(m, t)dx

[, B] si orice ¢ > a. In plus, se considers functia ¢ : [a, 00) x [o, 3] — R
cu urméitoarele proprietdti: pentru orice t € [o, ], © — ¢(x,t) este
descrescitoare si converge catre 0, atunci cidnd z tinde citre oo,
uniform in raport cut € [«, 5], (adicd pentru orice ¢ € R, ¢ > 0, exista
K. € R, astfel ca pentru orice = € [Kg,oo) si orice t € [a, 5], avem

presupune ci existi A € R, astfel ca < A, pentru oricet €

0 < p(z,t) < ). Atunci integrala F(t ff z,t)o(x,t)dr converge

uniform in raport cu t € [«, 5].
Bibliografie
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INTEGRALE IMPROPRII (INFINITE) CU PARAMETRU

Continuitatea in raport cu parametrul
Teorema de inversare a ordinii de integrare
Derivabilitatea in raport cu parametrul

Fie f : [a,00) X [a, f] — R, unde «, 5 € R, o functie continui.
Se presupune c&, pentru orice ¢ € [a, (], existd F(t) = [ f(z,t)dz.

Vom arita cd dacd aceastd convergentd este uniformd (in raport cu t €
[, 5]), atunci F' este continud, iar integrala sa poate fi calculatd schimband
ordinea de integrare. Un rezultat similar va fi demonstrat pentru derivata.

Continuitatea in raport cu parametrul

Teorema. Fie f : [a,00) X [, B] — R, unde o, € R, o functie con-

tinud astfel ca pentru orice t € [, B], exista F(t) = [ f(x,t)dx, iar aceastd
convergentd este uniformd (in raport cu t € [, (3]).

Atunci F' este continud.
Demonstratie. Pentru orice n € N, fie F,, : [, 5] — R, datd de

a+n

F.(t) = /f(:n,t)dx.

Conform teoremei de la pagina 423, pentru orice n € N, functia F;, este
continua.

Cum sirul (F},),en converge uniform cétre F', deducem, folosind teorema
de la pagina 241, ca functia F' este continud. [

Teorema de inversare a ordinii de integrare

Teorema. In ipotezele anterioare, avem

7F(t)dt - 7(7 F(x, t)dt)dz,

o a
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adicd

7(7]‘(93, t)dz)dt = 7(7}‘(93, t)dt)dx.

Demonstratie. Pentru orice n € N, fie F,, : [a, ] — R, datd de

F.(t) = /f(x,t)d:c.

Atunci, conform teoremei de inversare a ordinii de integrare (vezi pagina
426), avem

B atn B
/ Fy(t)dt = / ([ f(a, t)dt)dz.

Cum sirul (F,,),en converge uniform cétre F'; deducem, folosind teorema
de permutare a limitei cu integrala de la pagina 397, ca

7(7}‘(93, t)dz)dt = 7(7}‘(:3, t)dt)dx. O

Derivabilitatea in raport cu parametrul

Teoremd. Fie [ : [a,00) X [, B] — R, unde o, f € R, o functie continud
avdnd urmdtoarele proprietdti:

i) % este continud;

it) existd

F(t) = /f(:c,t)dx,

pentru orice t € |a, f];

iii) G(t) = %(m,t)dm converge uniform (in raport cu t € |« [3]).

Atunci F este derivabild i



Altfel spus, avem
5(/f(€6,t)d$) = /E(fﬂat)d%

Demonstratie. Pentru orice n € N, fie F,, : [, 5] — R, datd de

a+n

F.(t) = /f(x,t)d:c.

Atunci, conform teoremei de la pagina 424, F), este derivabild si

a+n
_ [
-] ot

a

F.(t) (x,t)dx.

Cum sirul (F},),en converge citre F, iar sirul (F)),en converge uniform

citre GG, deducem, folosind teorema de la pagina 318, ca
F =GO
Exemple

L Pentru 0 < a < 3 avem log(2) = [ =*==dx
0

2. I'(n + 1) = n!, pentru orice n € N.
3. Functia I" este continu& pe (1, 00).

4. Pentrut >0 si u > 0,

F(u) = /e_t“/’wdm = arctg(g).
T t
0
In particular, avem
T /sm(u:z:)d ’
2 x



unde u > 0.

Observatie. Problema calculului valorilor unor integrale improprii pre-
cum cea de mai sus §i cea a integralei lui Fresnel (vezi pagina 455), dar nu
numai, se va relua in cadrul cursului de Analizd Complexd ca o aplicatie
a teoremei reziduurilor (vezi P. Hamburg, P. Mocanu, N. Negoescu, Anal-
izd Matematicd (Functii Complexe), Editura Didacticd si Pedagogica,
Bucuregti, 1982, paginile 121-133).

REZUMAT

Fie [ : [a,00) X [, 5] — R, unde a,3 € R, o functie continui
astfel ca pentru orice t € [a, 3], existd F(t) = [ f(x,t)dz, iar aceastd

convergenti este uniformi (in raport cu ¢ € [a, 5]). Atunci F este

continua. 5
In ipotezele anterioare, avem [F(t)dt = f [ f(z,t)dt)dz, adici

Q

R =

([ f(z, t)dx)dt = fff:ntdt)dx

Fie [ : [a,00) X [a,ﬁ] — R, unde «, € R, o functie continua cu
derivate partiale continue, astfel ca pentru orice t € [«, 5], exista

ff x,t)dz, iar G(t) = 3{ (x,t)dr converge este uniform (in

raport cu t € [o, 3]). Atunm F este derivabili si ' = G. Altfel spus,
avem 2 ([ f(z,t)dz) = %(m,t)dx.

a a

Bibliografie
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SIRURI DE INTEGRALE IMPROPRII (INFINITE)

Teorema de convergenta dominata a lui Lebesgue pentru integrale
infinite
Teorema de convergentd monotona pentru integrale infinite

Fie (fn)nen un sir de functii, f, : [a,00) — R, unde a € R.

Presupunem ca, pentru orice n € N, exista f fn sicd existd lim f,(x) =
a n—oo
f(x), pentru orice = € [a, 00).
o o0 (o ¢]
Am dori s# vedem in ce conditii exist# [ f si are loc relatia lim [f,, = [ f.
a n—>00a a
z € [1,n]

1
S& observam ci, dacd definim, pentru oricen € N, f,,(x) = { 8’ z € (n, o)
)

Y

o0
atunci existd [ f,, sirul (f,)nen este mérginit, crescitor, converge uniform
1

cidtre o functie continud, care nu este integrabild pe [1, c0).
o

Asadar, in general, nu existd [ f.
a

z € [0,n?]

1
Mai mult, dacd definim, pentru orice n € N, g, (z) = { 8’ € (n?,00)

o0
atunci exista f Gn, sirul (g,)nen este mirginit si converge uniform citre o

0
0

functie g pentru care exist# [ g, dar egalitatea lim [g¢, = [¢ nu este valabili.

Asadar, in general, lim [f, # [f.

Prezentam mai jos doua rezultate care furnizeaza conditii suficiente pen-
(o @]

(o @] (o @]
tru existenta [ lim f,, si pentru asigurarea egalititii lim [ f, = [ lim f,.
n—oo n—oo n—oo
a

Primul dintre ele se dovedegte util in cadrul rezolvirii execitiilor 3 si 4 de
la pagina ... .
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Teorema de convergentd dominatd pentru integrale infinite

Teorema de convergentd dominatd. Fie (f,)nen un gir de functii,
fn i [a,00) — R, unde a € R, astfel ca pentru orice x € [a,00), existd
lim fu(2) 2 f(2).

Sa prespunem cd pentru orice ¢ € (a,00) gi pentru orice n € N, f gi
fn sunt integrabile Riemann pe |a,c| gi cd existd o functie M : [a,00) — R
avdnd urmdtoarele proprietdti:

i) exista [M;

ii)
| ful@)| < M(2),

pentru orice x € [a,00) §i orice n € N.

Atunci exista [ f si

lim/fn:/f:/limfn.

Demonstratie. Utilizand criteriul de comparatie (vezi pagina 461) si

o0 (o @]
ipoteza, rezultd ci existd [ f si [ f,, pentru orice n € N.
a a

o
Existenta f M, ne asigura ca pentru orice € € R, ¢ > 0, exista K € R,

/M<5,
K
/h<a
K
/f<e.
K
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In conformitate cu teorema de convergents dominat# (vezi pagina 398),

avelm
lim fn / f,

deci pentru orice € > 0, existd n. € N, astfel ca, pentru n € N, n > n. avem

K K
/fn—/f < €.

Prin urmare, pentru un astfel de n, avem
00 00 K K 0 0
[1=[al<|[1=[n]+|[1-[#]<
a a a a K K
K K 00 0
S/f—/fn+/f+/fn<3€.
a a K K

Asadar, pentru orice ¢ > 0, existd n. € N, astfel ca, pentrun € N, n > n,

avem o
/f_/fn < 3¢
/f—hm fu. O

Teorema de convergentd monotona pentru integrale infinite

i.e.

Teorema convergentei monotone. Fie (f,)nen un gir mdrginit si
crescator de functii, f, :[a,00) — R, unde a € R.
Sd prespunem cd existd [ f, pentru orice n € N, gi fie lim f, () ot f(z),

a
pentru orice x € [a,00),

478



Atunci exista [ f dacd st numai dacd multimea {[f, | n € N} este
mdrginitd.
In acest caz

/limfn:/f:sup/fn: lim/fn.

Demonstratie. Fara pierderea generalitdtii, putem presupune cd pentru

orice n € N gi pentru orice = € [a,0), f,(x) > 0.
o0

Sirul ([ fy)nen este crescitor.

a
o0

Dac# existd [ f, conform teoremei de convergentd dominatd pentru inte-

a
grale infinite (vezi pagina ), avem

/f:sup/fn: lim/fn.
nGN n—oo

Reciproc, presupunem ci multimea { [ f,, | n € N} este mérginits si fie

S = sup/fn.
neN

Pentru ¢ > a, avem, conform cu teorema de convergentd monotona,

/f:sup/fn: lim/fn.
nGN n—oo

Deoarece f,, > 0, deducem ca pentru orice ¢ > a si pentru orice n € N,

avem . o
/ns/ns&

479



de unde, cum [f =sup[f, = lim [ f, (vezi teorema de convergentd mono-
a neN g n—ooy,,
tond de la pagina 402), prin trecere la limitd dupa n tinzand la oo, ducem

ca .
/fsS.

o
Atunci, in conformitate cu teorema de la pagina 461, [ f existd si

[r=swf s =swtzp -

= sup{su /fn} = sup/fn. O
neN ¢ neN

REZUMAT

Fie (fu)nen un sir de functii, f, : [a,00) — R, unde a € R, astfel
ca pentru orice r € [a,00), existd lim f,(z) ot f(x). Prespunem ci
pentru orice ¢ € (a,) si pentru orice n € N, f si f, sunt integrabile
Riemann pe [a,c| si cd existd o functie M : [a,0) — R, pentru care

existd [M, astfel ca |f,(z)| < M(z), pentru orice z € [a,0) si orice

n € N. Atunci existd [fsi lim [f, = [f.
Fie (f,)nen un sir marginit si crescitor de functii, f, : [a,00) — R,

o
unde a € R. Prespunem cid pentru orice n € N, exista f fn. Fie
a

pentru orice z € [a,00), lim f,(z) "2 f(z). Atunci exist% [f daci si

o0
numai daci multimea {[f, | n € N} este mirginitd. In acest caz
a

J7=supf fu = lm [,

neN ¢
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INTEGRALE IMPROPRII (INFINITE) ITERATE

In teorema de schimbare a ordinii de integrare am obtinut un rezultat
care permite permutarea ordinii de integrare pe o multime de tipul {(z,1) |
x € [a,0), t € [a, f]}. Este de asemenea de dorit si putem schimba ordinea
de integrare pentru integrale infinite iterate, adicd sa stabilim in ce ipoteze

avem egalitatea
7(7f(:1:, t)dx)dt = 7(7f(:z:, t)dt)dx

Teoremd. Fie f : [a,00) X [a,00) — [0,00), unde a, € R.
Sd presupunem cd

/ /f x,t)dzx)d :7 7f(:z:,t)dt)d:c, (*)

pentru orice b > a i cd

7(7f(x,t)d:c)dt = 7(7f(x,t)dt)dx, (**)

pentru orice 3 > .
In aceste conditii, dacd una dintre integralele iterate

7(7f(:1:, t)dx)dt
7(7f(:z:, t)dt)dx

exristd, atunci existd si cealaltd si sunt egale.

Demonstratie. S& presupunem ci exista [ ([ f(x,t)dx)dt
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Deoarece f este pozitiva avem

7f(:£, t)dx < 7f(:£, t)dx

pentru orice b > a si orice t € [, 00).

Prin urmare
7(7f(x, t)dx)dt < 7(7f(:c, t)dx)dt

de unde folosind (*), avem

](7f(:c,t)dt)d:c < 7{7 (o, t)dz)dt,

pentru orice b > a.
Folosind un rezultat anterior (vezi teorema de la pagina 461), deducem

ci existd [( [ f(z,t)dt)dx si cd

7(7f(93,t)dt)d93 < 7{7f(93, t)dx }dt.

Similar se obtine inegalitatea inversa de unde concluzia. [

Teorema. Fie [ : [a,00) X [a,00) — R, unde o, € R, o functie
continud.
Sd presupunem cd funczjiile M [a,00) — [0,00) gi N : [a,00) — [0,00)

au proprietatea cd existd f M si f N.
Daca, pentru orice (x, t) la, oo) X [a, 00), avem
|f(z,t)] < M(z)N(2),

atunci integralele iterate

/7fxtdx
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§i

/(/f(:z:,t)dt)d:z:
existd gt sunt egale.

Demonstratie. Deoarece N este marginitd pe orice interval [« 3], folosind
Criteriul lui Weierstrass (vezi pagina 468), deducem c& integrala

7f(x,t)d:c

existd uniform in raport cu ¢ € [«, f].
Atunci, teoremei de la pagina 472, avem

7(7f(93, t)dx)dt = 7(7f(93, t)dt)dx

pentru orice o, B € R, o < 3,

Similar
/(/f(:z:,t)dx)dt = /(/f(:z:,t)dt)d:z:

pentru orice a < b, a,b € R.
Pentru a incheia demonstratia se apeleaza la criteriul de comparagie (Vezi

pagina 461) pentru a justifica existenta integralelor f f f(x, t)dr)dt si f f f(x, t)dt)dx

si la teorema anterioara pentru a justifica egahtatea 101". O

Rezultatele precedente au vizat cazul in care integralele iterate sunt abso-
lut convergente, in timp ce urmatorul trateaza cazul convergentei neabsolute.
El este util in rezolvarea exercitiilor 1 si 2 din acest capitol.

Teorema. Fie [ : [a,00) X [a,00) — R, unde o, € R, o functie
continud.

Sda presupunem cd integralele infinite f f(z,t)dz i f f(z, t)dt converg

uniform in raport cu t € [a, ), respectiv x E [a, 00).
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In plus, dacd definim, pentru orice x € |a,00) i t € [a, 00),
B

Pz, 5) = / f(x.tydt,

«

sd presupunem cd integrala
o0

/F(m,ﬁ)dm

a

converge uniform in raport cu € o, 00).

Atunci integralele 7(7f(53>t)d93)dt st T(Tf(x,t)dt)dx existd, s
/(/f(x,t)da:)dt:/ /f x,t)dt)d

Demonstratie. Deoarece integrala

7F(m,5)dm

converge uniform in raport cu 5 € [a, 00), pentru orice € € R, ¢ > 0, existd
A. € R, astfel ca pentru A > A., avem
A 0

/ F(z, B)dx — / F(z, B)dz| < e, (1)

a a

pentru orice 5 > .
S& observiam ca

A A B B A
/ F(z,B)da = / ( / F(x,t)dt)dz = / ( / F(a,t)dt)da

Atunci, din convergenta uniformi a integralei [ f(z,¢)dt in raport cu
x € [a,00), deducem ci

Jim xﬁdx—//f:ntdt

485



Drept urmare, exista B > «, astfel ca pentru 8, > 8, > B, sd avem

A A
/ F(z, By)da — / F(z,8,)dz| < <. 2)

Din (1) si (2), deducem c4, pentru g, > 8, > B, avem

o0

/F(:c,@)d:ﬂ — /F(x,ﬁl)dx < 3e,

a

deci existd ma [F(z,B)dz.

Avem, folosind teorema de la pagina 472,

Jim 7(7 f (. t)dr)dt = lim 7(7 fe,t)dtydr = Jim 7F(:n, B)dz,

deci existd o -
/(/f(x,t)d:ﬂ)dt.

Trecand la limitd dupd ( tinzand cétre oo, in (1), deducem ci

7(7}‘(93, t)dt)dx — 7(7f(93, t)dx)dt| < e,

de unde, prin trecere la limitd dupd A tinzand céitre oo, se deduce concluzia.
O

Exercitii

1. S4 se arate ca

/(/e("”t) sin(zt)dr)dt = /(/e(”t) sin(zt)dt)dzx.
0 0 0 0
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2. S4 se arate cd, pentru a > 0 si a > 0,

/(/eztdx)dt = / /e”tdt

3. S4 se arate ca

4. S& se arate ca

REZUMAT

Fie f : [a,00) X [a,00) — Ry, unde o, € R. Se presupune ca

[,
b oo
([ f(z, t)dz)dt = [([ f(x,t)dt)dz, pentru orice b > a si caf ff z,t)dx)dt =

(

existd, atunci integralele iterate f f f(z,t)dz)dt, f f f(z,t)dt)dr ex-

8°—=8 =38
Q—®e— <
8
8

f(z,t)dt)dz, pentru orice o > 3. Daci integrala iteratd [( [ |f(z,t)| dz)dt

ista si sunt egale.
Fie f : [a,00) X [a,00) — R,, unde o, € R. Se presupune ca

oo b

([ f(z,t)dz)dt = j Ofof (z,t)dt)dx, pentru orice b > a si ca? ([ f(z, t)dz)dt =

J(

existd, atunci integralele iterate f f f(x, t)dx)dt, f f f(x, t)dt)dz ex-

8

Q —

f(z,t)dt)dz, pentru orice o > 3. Daci integrala iteratd [( [ |f(z,t)| dx)dt

ista si sunt egale.
Fie f : [a,00) X [a,00) — R, unde o, 3 € R, o functie continui. Se
presupune ci existd functiile M : [a,00) — R, §i N : [a,00) — R, pen-

tru care existd [M gi [N. Daci, pentru orice (z,t) € [a,00) X [, 0),
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avem |f(x,t)] < M(z)N(t), atunci integralele iterate [([f(z,¢)dx)dt

si [([f(z t)dt)dr existd si sunt egale.
Fie f : [a,0) X [@,00) — R, unde o, € R, o functie continui.

Se presupune ci integralele infinite [ f(z,t)dz si [f(z,t)dt converg
uniform in raport cu t € [a, %), respectiv z € [a,00). In plus, daci

B
definim, pentru orice z € [a,00) si t € [a,00), F(z,8) = [f(z,t)dt,

o0

presupunem ci integrala [F(z,3)dz converge uniform in raport cu

B € [, 00). Atunci [ ([ f(x,t)dz)dt = [ (] f(z.t)dt)dz.

Bibliografie

1. Robert G. Bartle, The Elements of Real Analysis, John Wiley &
Sons, Inc., New York-London-Sydney, 1964.
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FUNCTIILE GAMA SI BETA

Functia Gama
Functia Beta
Legatura dintre functiile Gama si Beta

Functia Gama (introdusa si studiatd de cétre Euler in anii 1730) reprez-
intd o generalizare a conceptului de factorial la numere reale (si, aga cum
se poate constata dupd parcurgerea cursului de functii complexe, la numere
complexe). Ea constituie o prezentd consistentd in cadrul teoriei probabil-
itatilor, statisticii si combinatoricii. In stransd legiturs cu functia Gama este
functia Beta.

Functia Gama

Functia T : (0, 00) — (0, 00) data de
I'(z) = /e‘ttx_ldt,
0

pentru orice x € (0,00), se numeste functia Gama.
Aceastd functie are urmdtoarele proprietdti:

a)
b)

¢)
M(z+1) =a2(x),

pentru orice x € (0,00); in particular, avem
F'(n+1) =nl,

pentru orice n € N;
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d)

1 1
['(27) = 7 22% T (2)(z + 5),

¢)
limzI'(z) = 1;

r—0
x>0

prin urmare functia I' nu este marginitd.

f) .
. rta
:1311330 29T (z) =L

pentru orice a € (0,00);
g) T este o functie convexd de clasa C*.

Functia Beta

Functia B : (0,00) x (0,00) — (0,00) data de

1

B(z,y) = /t“f—l(l — )Y dt,

0

pentru orice x,y € (0,00), se numeste funclia Beta.
Aceastd functie are urmatoarele proprietdti:

a)
B(xay) = B(yax)7
pentru orice x,y € (0,00);

b)

us
2

B(z,y) = 2/ sin®* ! ¢ cos® ! tdt,
0

pentru orice x,y € (0,00);

¢)

pentru orice x,y € (0,00).
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Legatura dintre functiile Gama si Beta

Legatura dintre cele doud functii este datd de formula

['()I'(y)

B(x,y) = T@ty)

pentru orice x,y € (0,00).

Observatie. Cititorul interesat poate afla detalii privind cele doud functii
consultdnd urmdatoarele lucrari:

E. Artin, The Gamma Function, New York: Holt, Rinehart, and Win-
ston, 1964.

Philip J. Davis, Leonhard Euler’s integral: A historical profile
of the Gamma function, The American Mathematical Monthly, 66 (10),
1959, 849-869.

0. Stanasila, Analiza Matematica, Editura Didacticd si Pedagogica,
Bucuresti, 1981.

G.E. Silov, Analizd Matematica, Editura Stiintifica si Enciclopedica,
Bucuresti, 1985.

Exercitii

1. S4 se arate ca

7 1 1
/xme‘”ﬁzd:ﬂ = — F(m i ),
0

unde a € (0,00) si m € (—1,00).
2. S4 se arate ca

M)l —2z)=

pentru orice = € (0,1).
3. Sd se arate ca

4. S& se arate ca



pentru orice z € (0,00).
5. S4 se arate ca:

i)

unde a € (—1,1);

ii)

iii)

unde a € (0, 00).
6. S& se arate ca

7. S& se arate ci

unde a € (0, c0).
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FORMULA LUI de MOIVRE-STIRLING

When Newton said "If T have seen a little farther than others it is because
I have stood on the shoulders of giants", one of those giants was John Wallis.
... His Arithmetica Infinitorul, published in 1655, derives the rule (found also by

1 . n
T2 = ntm’ Our

1
Fermat) for the integral of a fractional power of z: [ rndr =

interest lies in one of the applications he makes of thié) rule, an infinite process that
yields a value for m. It does not involve an infinite series but rather an infinite
product. It is included because it demonstrates an audacious use of the infinite, it
motivated Newton’s calculation of 7, and it yields a useful formula that will play
an important role in estimating the size of n!.

A Radical Approach to Real Analysis, David Bressoud, The Mathematical
Association of America, 1994, pagina 271

An acurate approximation of n! was discovered in 1730 in a collaboration
between Abraham de Moivre (1667-1754) and James Stirling (1692-1770). ... One
of the first things one observes about n! is that it grows very fast. ... we can say
with confidence that ... n! & n™e ™. To refine this approximation any further, we
need to turn to infinite series. We shall follow de Moivre’s original argument which
he published in 1730. The reader is forewarned that it is intricate. de Moivre did
not simply sit down and write this out, it is product of nine years of work, the last
five of which involved the frequent sharing of ideas with James Stirling.

A Radical Approach to Real Analysis, David Bressoud, The Mathematical
Association of America, 1994, paginile 294, 296 gi 297

Formula lui Wallis
Formula lui de Moivre-Stirling

Formula lui Wallis

Se poate constata usor ca

7(sinx)2"dx— Val(n+3) 1:3:.5-..-@n—Dx
 2(n+1)  2-4-6-...-(2n) 2
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sica

iy, _ VTL(n+1)  2-4-6-..-(2n)
T M(n+3)  1-3-5-..-(2n+1)

(sinx)

o\wld

Prin integrarea inegalitatilor

(sinz)®*! < (sinz)* < (sinz)®* !,

valabile pentru orice x € [0, 7], folosind relatiile de mai sus, se constata

validitatea urmétoarei relatii care este cunoscutd sub numele de formula lui

Wallis
. 2:2-4-4-6-6-..-(2n)-(2n) «
n—00l-3-3-5-5-..-2n—1)-(2n+1) 2

Nota istorica. John Wallis (1616 - 1703), matematician englez, a stu-
diat la James Movat’s grammar school in Tenterden, Kent, la Martin Hol-
beach’s school in Felsted, Essex (unde invatd lating si greacd), la Emmanual
College si Queen’s College din Cambridge. In 1649, avand in vedere aju-
torul acordat (prin decodarea mesajelor "regaligtilor") de cdtre Walllis, in
cadrul razboiului civil, taberei sustinatorilor ideii de Parlament in detrimen-
tul sustindtorilor Regalitatii, a fost numit, chiar de c#tre Cromwell (care-1
aprecia, nu numai datorita vederilor sale politice, ci si datoritd cunostintelor
sale), titular al Savilian Chair of Geometry de la Oxford, in locul titularu-
lui anterior care avea simpatii "regaliste". A fost titularul acestei catedre
pana la sfarsitul vietii, adica peste 50 de ani. Wallis, considerat ca fiind
cel mai important matematician englez de pana la Newton, a contribuit, in
mod substantial, la elaborarea bazelor analizei matematice. Cea mai cunos-
cutd lucrare a lui Wallis (apdrutd in 1656), care contine gi formula de mai

1
sus (descoperita datoritd incercarilor de a calcula f V1 —x2dx, si deci de a
0

determina aria unui cerc de razd 1), se intituleazi Arithmetica infinitorum.
Sunt prezentate aici metode, utilizate ulterior de cdtre Newton, pentru calcu-
lul integralelor. Wallis a fost primul care a utilizat simbolul co (ales pentru
cd semnificd o curbd ce poate fi parcursd de o infinitate de ori).
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Formula lui de Moivre-Stirling

Formula lui Stirling ne furnizeazi o aproximare simpla si utila a lui n!
pentru valori mari ale lui n. Ea ne precizeaza comportatrea asimptoticd, la
00, a lui n!.

Teoremi (formula lui de Moivre-Stirling)

|
lim + = V2m.

n—»oonn 2e

Nota istoricd. Abraham de Moivre (1667 - 1754), matematician francez,
a studiat la Academia Protestantd din Sedan unde a studit limba greacs,
precum gi la Collége de Harcourt din Paris. de Moivre fiind protestant, din
cauza persecutiilor religioase existente in Franta la aceea vreme, va petrece
o perioadd in inchisoare pentru ca apoi sd emigreaze in Anglia in 1688. Aici
se imprieteneste cu Halley si Newton. Face o prima comunicare cu titlul
"Method of fluxions" la Royal Society, al ciirei membru devine in 1697. In
1710 de Moivre este numit ca membru al comisiei numite de Royal Society
pentru a judeca disputa dintre Newton si Leibniz cu privire la prioritatea
inventarii bazelor calculului diferential si integral. de Moivre a contribuit la
dezvoltarea geometriei analitice, teoriei probabilititilor (a publicat, in 1718,
o lucrare de referintd in acest domeniu, intitulatd "The Doctrine of Chance:
A method of calculating the probabilities of events in play", reeditata in 1738
si 1756) si a statisticii (a publicat, in 1724, o lucrare cu titlul "Annuities on
lives"). In lucrarea sa "Miscellanea Analytica", apiruts in 1730, se giseste
agsa numita formula a lui Stirling (atribuit® in mod eronat lui Stirling). In cea
de a doua editie a acestei carti, aparuta in 1738, de Moivre mentioneaza con-
tributia lui Stirling la imbuné&tatirea formulei. A avut contributii insemnate
la dezvoltarea teoriei numerelor complexe. A fost ales membru al Academiei
de Stiinte din Paris in 1754. Desi, avand in vedere meritele sale stiintifice
incontestabile, de Moivre a primit sprijin din partea lui Leibniz, Newton si
Halley pentru a obtine o catedra universitarad, acest lucru nu s-a realizat,
venitul sdu principal provenind din lectii particulare si murind in séiricie.

Notd istorica. James Stirling (1692 - 1770), matematician scotian, a
studiat la Oxford, Padova si Venetia si a condus Compania Minierd Scotiana.
Opera sa principald o constituie tratatul (publicat in 1730) intitulat Metho-
dus Differentialis, tratat care contine si celebra formuld care-i poartd numele,
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precum si chestiuni legate de functia Gama. O altd contributie insemnata a
lui Stirling o constituie memoriul intitulat "Twelve propositions concerning
the figure of the Earth", sustinut in anul 1735 la Royal Society si a cirui
variantd extinsd a aparut sub numele "Of the figure of the Earth, and the
variation of gravity on the surface", in anul 1735. A purtat corespondente
cu mari matematicieni ai vremii, precum Newton, De Moivre, Maclaurin gi
Euler. La propunerea prietenului sdu Newton, a fost ales membru al Royal
Society of London. A fost de asemenea membru al Academiei Regale din
Berlin.

Vom incepe prin a demonstra urméatoarele doua leme.

Lema 1. Pentru orice p,x € (0,00), are loc inegalitatea

e’ < (1+ E)7D+%,
P

In particular, pentru « = 1, obtinem cd

1 1
< (14 =)tz
e < ( +n)

pentru orice n € N.
Demonstratie. Inegalitatea considerata este echivalenta cu

0< (p—l—%)ln(l—i—%) — .
Pentru z € (0, 00), si consideram functia f, : (0,00) — R datd de

felp) = (p+ 5) (14 ) — .

pentru orice p € (0, 00).
Inegalitatea considerata se scrie sub forma

0 < fa(p),
pentru orice p € (0, 00).
Deoarece Lz
f.(p) =In - —
() = n(225) - 222



si
" .flj3

fx(p):m > 0,

pentru orice p € (0,00), deducem c# f, este crescitoare, deci
f=(p) < lim f,(p) =0,
p—00
ceea ce aratd ca f, este descrescidtoare si ca atare avem

fx(p) > lim fz(p) =0,

p—o0
pentru orice p € (0,00), i.e. concluzia.

Lema 2. Pentru orice n € N, are loc inegalitatea

2n +1
2n(n+1)

ot 1 <Iln(n+1)—Inn<

Demonstratie. S& consideram functiile f, g : [1,00) — R date de

2

f(x)=In(z+1) —Ilnz — oz 1

si
20+ 1

g(x)=lnz—In(z+1)+ m,

pentru orice z € [1, 00).
Se constata usor ca

, 1
I = —mernee s =

si
p 1

9@ =5 <%

pentru orice z € [1, 00).
Asadar f si g sunt descrescitoare pe [1,00) si prin urmare

fr) < f1) =2~ 2 <0
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si
g(x) > lim g(z) = 0,

r—00

pentru orice = € [1, 00).
Atunci, pentru orice n € N, avem

f(n) <0< g(n),
ceea ce echivaleazd cu concluzia.

Observatie. Anterior, in cadrul prezentului curs (vezi pagina ), am
stabilit cd inegalitatea

1
) <ln(n+1)—lnn<g,

este valabild pentru orice n € N, n > 2.
Lema 2 este o intdrire a acestui rezultat deoarece media armonicd a nu-

l . 1 2 . . . .o on+1
merelor . §i =5 este 5.=5, iar media aritmeticd a lor este S D)
Acum putem incepe demonstratia formulei lui Stirling.
Cu notatia
n!
€T = —
n nn+%€—n,
avem, conform lemei 1,
1 n+l
Tn (1<+'5) 2
— *
= > 1, (*)

Tn1 €

pentru orice n € N, ceea ce aratd ci sirul (x,), este descrescator.
Cum el este minorat de 0, deducem ca este convergent, deci existd [ €
[0, 00) astfel ca
lim z,, = (.

n—oo

Vom ardta ci
[ >0.

Prin logaritmare, folosind (x), obtinem

1
Inz, —Inz, = (n+ 5)[ln(n +1)—1Inn] -1,
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de unde, conform lemei 2, avem

1. 2n+1 11
Inz, —Inx, il P i S
O<Inz nx +1<(n+2)2n(n 1) 4(

1
n+1

)7

pentru orice n € N.
Atunci, pentru orice n, k € N, prin adunarea inegalitatilor de tipul celei
de mai sus scrise succesiv pentru indicii n,n 4+ 1,...,n + k — 1, obtinem

1.1 1
O<Inz, —Inxp.p < -—(——

" nt 4(n n+k)’
i'e' X 1,1 1

1< —2 < ei(ﬁ_m),

T4k

adica L .

el —n) « 2R

Tn

Prin trecere la limita, dupa £ tinzand la oo, in inegalitatea anterioars,
obtinem

deci

Acum si observam ci

n j— j—

Top, 2n)! Vn  1-3-..-2n—1)Vn’

ay 4?2 2-4-..-(2n) 2

de unde
:(:_2_ 2-4-...-(2n) 1 2(2n +1)

n

Ton 1-3-..-(2n—1)2n+1 n
pentru orice n € N.
Prin trecere la limit& in relatia de mai sus, avind in vedere formula lui
Wallis, deducem ca
[ =V2m,

i.e.

|
lim — o — /2.

n—oo nn+§ e—n
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Observatie. Formula lut Stirling se poate generaliza sub urmdtoarea
forma
lim & =/2r.
T—00 T3 o=
Detalii se pot gasi in Gerald B. Folland, Advanced Calculus, Prentice
Hall, 2002, paginile 350-353.

Exercitii

1. S4 se arate ca

. Val(z+3)
m -—---— = 1.

T—00 F(:L“ + 1)

Bibliografie

1. Gerald B. Folland, Advanced Calculus, Prentice-Hall, Inc., New
Jersey, 2002.

2. Andrei Vernescu, Numarul e si Matematica Exponentialei, Edi-
tura Universitatii din Bucuresti, 2004 - cota la biblioteca Facultatii de Matem-
aticd i Informatica, Universitatea din Bucuregti
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FUNCTII CU VARIATIE MARGINITA

O functie reald f(t), definitd pe [a, b], este cu variatie marginita pe [a, b], daci
existd un numir K, astfel incat, oricare ar fi diviziunea A = (a =ty < t; < ... <

n—1
ti < tipr < .o <ty =), avem 0(A) = [f(tiz1) — f(t:)| < K (¥). Pentru
=0

a intelege sensul intuitiv al acestei notiuni, este suficient si observdm semnificatia
expresiei lui v(A). Numéirul v(A) insumeazi toate modificirile pe care le sufers
functia pe parcursul de la a la b, daci se face abstractie de valorile pe care le ia in
interiorul intervalelor care alcituiesc diviziunea A. Este clar atunci ci pentru a
avea 0 misura cat mai bund a modificarilor pe care valorile functiei le sufera intre a
si b este indicat s& indesim cAt mai mult punctele diviziunii A. Cum numérul v(A)
nu scade atunci cand addugim noi puncte diviziunii A, este natural si se indrepte
atentia asupra celui mai mic numér K cu proprietatea (*). Acest numér va da cea
mai bun& méisurs a modificirilor pe care functia f(t) le suferd pe segmentul [a, b].

Solomon Marcus, Notiuni de analizi matematicd, Editura Stiintifici, Bucuresti,
1967, paginile 83 si 84

Notiunea de functie cu variatie marginita
Clase de functii cu variatie marginita
Caracterizarea alternativa a functiilor cu variatie marginita
Calculul variatiei totale a unei functii derivabile cu derivata
continua

Notiunea de functie cu variatie marginita

Definitie. Pentru o functie f : [a,b] — RP §i P = (a = o, T1, ..., Tp1, Ty =
b) o partitie a lui |a,b], definim variatia lui f corespunzdtoare lui P, notatd
cu Vp(f), ca fiind

Ve(f) = D If () = flax-)ll-
k=1

Dacda multimea {Vp(f) | P este o partitie a lui [a,b]} este marginitd, atunci
spunem cd [ este cu variatie marginitd i in acest caz numdarul real pozitiv

sup{Vp(f) | P este o partitie a lui |a,b]}
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b
se noteazd cu V(f) i se numeste variatia totald a lui f pe [a,b].

Observatie. O functie continud f : [a,b] — RP se numeste drum, iar
imaginea sa se numegte suportul drumului considerat. Deoarece Vp(f) reprez-
inta lungimea liniei poligonale determinate de punctele f(xg), f(x1), ..., f(zn),
este natural sa spunem cd suportul drumului f : [a,b] — RP are lungime (este
rectificabil) daca sup{Vp(f) | P este o partitie a lui [a,b]} este finit gi sd-
numim lungimea suportului drumului f. Asadar suportul drumului f are
lungime (este rectificabil) dacd §i numai dacd f este cu variatie mdarginitd si

b
in acest caz lungimea suportului drumului f este egald cu V(f).

Pentru o functie [ : [a,b] — R cu proprietatea cd F : [a,b] — R?, datd
de F(z) = (z, f(x)), pentru orice x € [a,b], este cu variatie marginitd, vom
numi lungimea graficului lui f variatia totald a functier F.

Rezultatul urméator aratd ca studiul functiilor cu variatie marginita se
poate reduce la studiul cazului in care functia este cu valori in R.

Propozitie. O functie f : [a,b] — RP, avdand componentele fi, ..., f,, este
cu variatie mdrginitd dacd st numai dacd functile fi, ..., f, sunt cu variatie
mdarginitd.

Demonstratie. Deoarece pentru orice partitie P = (a = xg, T1, ..., Tp_1, Tp =
b) a lui [a, b], avem

|[filew) = filme-1)| < [[f(@r) — far-1)|| < Z |fi(zr) = filzr-1)l,

pentru orice i € {1,2,...,p} si k € {1,2,...,n}, deducem cid

S UG — el < S — Fae )< S5 i) — Al
k=1 k=1

k=1 i=1
i.e.

(fz < VP

I M@

ceea ce incheie demonstratia.
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Rezultatul urmétor dovedeste ca proprietatea de a fi cu variatie marginita
se pdstreaza prin restrictionarea functiei la un subinterval al intervalului in-
itial.

Propozitie. Fie f : [a,b] — RP o functie cu variatie marginitd gi [c,d] C
a,b]. Atunci f.q este cu variatie mdrginitd si
I[c,d]

Demonstratie. Dacd P = (¢ = x1,%2,....,Ty_1,T, = d) este o partitie
arbitrard a lui [c,d], atunci Q = (a = xg, 21, ..., Tn, Tpy1 = b) este o partitie
a lui [a,b] gi avem

n+1

Ve(f) = D I () = flor)ll < D 1) = flan-n)] = Valf) < V()
k=2 k=1

SN

de unde fjj.q este cu variatie marginita si

(f)-

®<cr-

‘?(f) <

Corolar. Fie [ : [a,b] — RP o functie cu variatie mdrginita. Atunci
functia f1:[a,b] — R data de

fl (':C) = Z(f)?
pentru orice x € [a,b] este crescdatoare.

Rezultatul de mai jos aratd familia functiilor cu variatie marginita con-
stituie o subclasi a functiilor méarginite.

Propozitie. O functie cu variatie marginitd f : [a, b] — RP este marginitd.

Demonstratie. Pentru x € [a,b], P, fiind partitia lui [a, z] formatd numai
din capetele acestui interval, avem

Lf @) < Wf (@) = Fla)ll + [1f (@)l = Ve, (f) + 1 f(a)]| <

<

2 <&

(£) + £ < V(D) + 1 F@].
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ceea ce aratd ca f este marginita.

Rezultatul de mai jos semnaleazi aditivitatea de domeniu a variatiei to-
tale.

Propozitie. Fie f : [a,b] — RP o functie cu variatie marginitd gi ¢ €
[a, b]. Atunci

Demonstratie. Fie P = (a = zg,x1,....,Tn_1,T, = b) este o partitie
arbitrard a lui [a, b].
Atunci existd j € {1,2,...,n} astfel incat

c € [zj_1,zj].

S& considerdm P, = (a = %0, %1,..., Lj—1,C Tj, ..., Tn—1, Ty, = b) par-
titie a lui [a,0], P = (a = g, 21,...,7j_1,¢) partitie a lui [a,c] si P =
(¢, Zjy ..., Tp1, Ty, = b) partitie a lui [c, b].

Avem

ZHf zx) = flze-a) || + 1f(z5) = fz-)] <

k#a

S Z!If wx) = flew-D)| + [1f () = FOIN+ 1) = )] =

ZHf x) — flae-1)|| + [ f(c) = flzj—)l]]+
+lIf(25) = fOll + Z 1f (@) — fzr-1)|l] =
= Vi () + Vo) S V() + V(F),
de unde



S& considerdm P, = (a = tg,t1,...,tn_1,t, = ¢) 0 partitie arbitrarad a lui
la,c] §i P = (¢ = 50,81,y Sm—1, Sm = b) 0 partitie arbitrard a lui [c, b].

Fie P* = (a = to,t1, .y tn1,tn, 1, -y Sm—1,Sm = b) partitia lui [a, b]
formatd din puntele lui P; si Ps.

Atunci

Viy(£) + Vi) = Vir () < V£,
de unde

V() + V() < V(). &

Din (%) si (*x) rezultd cd

Clase de functii cu variatie marginita

Propozitie. O functie monotond f : [a,b] — R este cu variatie mdarginitd
§1
b
V() = 1f(0) ~ f(a)].

Demonstratie. Fard pierderea generalitatii, putem presupune cd f este
crescatoare.

Atunci, pentru orice partitie P = (a = xg, 1, ...., Tp_1, T, = b) a lui [a, ],
avem

n

Ve(f) = 1f(e) = fla-a)l =D _(f(z) = flze1)) = f(b) = f(a),
h=1

k=1

de unde deducem c& f este cu variatie marginita si

Propozitie. O functie Lipschitz f : [a,b] — RP este cu variatie marginitd.
Demonstratie. Deoarece f este Lipschitz, existd M € R astfel ca

1f(x) = fWll < M|z —y],
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pentru orice =,y € [a, b].
Atunci, pentru orice partitie P = (a = xo, 21, ..., Tn_1, T, = b) a lui [a, ],
avem

V() =Y IIf (@) = flana)l <D Moy — wpa| = M(b—a),
k=1

k=1

de unde deducem ca f este cu variatie marginita.

Corolar. O functie f : [a,b] — R derivabild si cu derivata marginitd este
cu variatie marginitd.

Propozitie. Pentru o functie f : [a,b] — RP urmdatoarele afirmatii sunt
echivalente:
i) [ este constantd;
b
i1) f este cu variatie marginita gi V(f) = 0.

Demonstratie. Implicatia i) = ii) este imediata.

Pentru implictia i) = 7) si considerdm, pentru z € [a, b], P, partitia lui
[a,b] datd de punctele a, z si b.

Avem

0 < [If(z) = fla)l + lF(0) = f(@)[| = Vp,(f) < ‘f{(f) =0,

de unde
f(z) = f(a),

pentru orice = € [a,b], deci f este constanta.
Caracterizarea alternativa a functiilor cu variatie marginita
Rezultatul urméator precizeaza structura functiilor cu variatie marginita.

Teorema lui Jordan. Pentru o functie f : [a,b] — R, urmadatoarele
afirmatit sunt echivalente:

i) f este cu variatie marginitd;

ii) exista doud functii crescatoare fi, fa : [a,b] — [0,00) astfel incat

f:fl—fQ-
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Demonstratie.
i) = 1) Asa cum am vizut, functia fi : [a,b] — [0, 00) datd de

fil@) =V (1),

pentru orice = € [a, b] este crescitoare.
Fie

fo=hHh—T
Vom ardta cd fo este crescdtoare.
Intr-adevar, pentru a < z <y < b, avem

xT

F) ~ 1) < |1 w) ~ F@)] < V() = V() = V() = fily) ~ fila),

8w

de unde

fl(fﬂ)—f

—

r) < fily) — f(y),

fo(z) < fa(y).

Inlocuind pe f1 si fo cu fi + sup |fi(x)| + sup |fa(z)|, respectiv cu
z€|a,b] z€la,b]

fa+ sup |fi(x)|+ sup |f2(x)| demonstratia acestei implicatii este incheiata.
z€[a,b| z€[a,b]

Implicatia 7) = i) decurge imediat din faptul cid functiile f; si fo, fiind
monotone, sunt cu variatie marginita.

Corolar. Eventualele discontinuitati ale unei functii f : [a,b] — R care
este cu vartatie marginitd sunt de prima spetd.

Corolar. Fie f,g:[a,b] — R. Dacd f este continud si g este cu variatie
mdrginitd, atunci f este integrabild Riemann-Stieltjes in raport cu g. Dacd
f este cu variatie marginitd si g este continud, atunci [ este integrabild
Riemann-Stieltjes in raport cu g.

Observatie. In cadrul cursului de functii complexe se va utiliza integrala
complexd (sau integrala Cauchy) care este o integrald Riemann-Stieltjes a
unei functii continue in raport cu o functie cu variatie mdarginitd (a se vedea
P. Hamburg, P. Mocanu, N. Negoescu, Analizi Matematici (Functii
complexe), Editura Didacticd si Pedagogicd , Bucuresti, 1982, pagina 50).
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Calculul variatiei totale a unei functii derivabile cu derivata con-
tinua

In cele ce urmeaza vom prezenta o exprimare integrald a variatiei totale
a unei functii derivabile cu derivata continui.

Lema. Fie f:[a,b] — R? o functie cu variatie mdrginitd. Atunci existd
un sir (P,)n de partitii ale lui |a,b] astfel ca:
i)
lim ||P,|| = 0;
b

n—oo a

Demonstratie. Pentru orice n € N, existd o partitie P,; a lui [a, b] astfel
ca
b 1
V(f) == <Vp(f)
a /”L n
Dac# vom considera o partitie P, a lui [a,b] care si constituie o rafinare
a lui P,; si care sa aiba norma mai mica decét %, atunci

V)~ < Ve () < Ve () S V()
si )
12 < T

pentru orice n € N, de unde obtinem concluzia.

Teorema. Fie f : [a,b] — RP o functie derivabild si cu derivata continud.
Atunci

unde f = (f1, f2, s [p)-

Demonstratie. Fie € > 0.
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Deoarece f este derivabild gi cu derivata continud, ea este integrabila, deci
existd 0. > 0 astfel ca pentru orice partitie P a lui [a, b] cu norma inferioara

lui §, s& avem )
Fb= Sl <=

.o !/ ! / . . .
Deoarece functiile fi, f,,..., f, sunt continue, iar [a,b] este un interval

S(P,

compact, ele sunt uniform continue, deci exista (5; > ( astfel ca pentru orice
x,y € |a,b] astfel ca |z — y| < J_ si orice j € {1,2,...,p}, avem

fi@) = fi(y)| <e. (0)
Avand in vedere lema de mai sus, existd n € N gi o partitie
P, = (a=zy,2,...,7,, =0)

a lui [a, b], astfel ca

b

V- vir)| <e. (1)
si

|Pn]] < min{0, o}, (*)
de unde

S(P,,

-] < g

Conform teoremei lui Lagrange, pentru orice j € {1,2,...,p}, n € N si
ke{l,2,..,my,}, existd £ . ;. € [zf_,, v}] astfel incat

!

f](l'Z) - fj(ﬂi—l) = (CUZ - xZ—l)fj(Sj,n,k)a

deci
Vi) = S 17D — Fapll = S0 S — filap )2 =
k=1 k=1 \ j=1
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N k=1 7j=1 k=1 7j=1
de unde
Ve,(H) = S |[£] =
I chl)J > () > (- :czl)J >_(fi(&un))?| =
= Z"(:ck xzn[J > (&)’ J > (Fi&u))?] <
k=1 Jj=1 Jj=1
< i(xz —ap ) J > (i) — J D (Fil&un))?| <
k=1 7=1 7=1
S Zn k— Thoy Z ]nk (fnk)‘] (**)

unde §,, 1,&,,95 -+, §ppm,, constituie un sistem de puncte intermediare arbitrare

pentru partitia P,.
Am folosit mai sus inegalitatea

p
[all = llolll < flw = vl <Y luy = wyl,

valabild pentru orice u = (uy,us, ..., up) si v = (v, vg, ..., v,) vectori din RP.
Sd remarcam ci &, € [#7_, 73], ceea ce ne asigurd ci

}gj,n,k - gn,k} S HPTLH < 5;7

de unde, folosind (0), avem

fJ/'(gj,n,k) - f;(gn,k)‘ <ég,

pentru orice j € {1,2,...,p}, deci, folosind (*x), obtinem

Ve (f) = 5B, | )] < 20 - ke 3)
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Atunci, din (1), (2) si (3), deducem c&d

b
to- [

a

<

V) = V)| + V1) - 52,

7]+ s

<

-/

<2+ p(b—a)),

§<f>=7\

Corolar. Fie f: [a,b] — R o functie derivabild si cu derivata continud.
Atunci lungimea graficului lui f este egald cu

pentru orice € > 0.
In concluzie

It

b

[VIETR

Exercitii.
1. S se arate cd functia f : [0,1] — R datd de

0, daciz ¢ Qsaux=0

= dacd x =1, ’

unde 1 = 71,79, ..., 7y, ... reprezintd sirul numerelor rationale din [0, 1], este
cu variatie marginita.
S& se arate cd functia ¢ : [0,1] — R datd de

.1, dacaz € Q
g(m)—{(), dacd v ¢ Q

este marginitd, dar nu este cu variatie marginita.
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S& se arate cd functia h : [0, 1] — R datd de

1, daciz € (0,1]
hw) = { 0, dacdiz=0

este cu variatie marginita.
S& se arate cd functia h o f nu este cu variatie marginita.
2. Si se arate c& functia f : [0, 2] — R datd de

rsind, daciz #0
f@)=A{ 0, daciz=0"

este continud, nu este derivabild si nu este cu variatie marginit.
3. Si se arate cd functia f : [0, 2] — R datd de

r?sin 5, dacd x # 0
Ja)=A{ 0, dacd =0

este derivabild i nu este cu variatie marginita.

4. Sa se stabileascd dacd functiile de mai jos sunt cu variatie marginita
si, in caz afirmativ, s se calculeze variatia totala:

i) f:]0,1] — R datd de

_,z, dacdzeQnNI0,1]
f(ﬂ?)—{xz, daci z €[0,1] - Q"

ii) f:[0,6] — R datd de
2z, dacd z €]0,3)
fley={ 7, daci z =3 ;
r?+ 3, dacd z € (3,6]
iii) f:[0,2] — R datd de

_ V1—22 dacizel0,1)
f@) =1 3z, daci x € [1,2] ’

iv) f:[0,7] — R datd de

f(x) =z cosz —sinz,
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pentru orice = € [0, 7.

5. S& se arate cd sirul de functii cu variatie marginita (f,)n, fn : [0,1] —
R, unde

B 0, dacdzel0,2)
Ju(x) =4 rsinZ, daci z € [+, 1]
converge uniform citre functia f : [0,1] — R, unde
0, daca x =0
Ha)=A{ rsin?, dacd x € (0,1]
care nu este cu variatie marginita.
6. SH se arate cd dacd f : [a,b] C R — R este continud si (g,)n, unde
b
gn : [a,b] — R, este un sir de functii cu variatie egal marginita (i.e. supV(gy,)

este finit) care converge citre functia g : [a,b] — R, atunci

b b b
i [ fdg, = [ dg = [ fa(tim )
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GENERALITI PRIVIND SERIILE DE FUNCTII

Few mathematical feats have been as surprising as the exhibition of a function
that is continuous at every differentiable at none. It illustrates that confusion
between continuity and differentiability is indeed confusion. While differentiability
implies continuity, continuity guarrantees nothing about differentiability.

Until well into the 1880’s, there was a basic belief that all functions have
derivatives, except possibly at a few isolated points such as one finds with the
absolute value function, |z|, at x = 0. In 1806, Ampére tried to provide the
general existence of derivatives. His proof is difficult to evaluate because it is not
clear what implicit assumptions he was making about what constitutes a function.
In 1839 with the publication of J. L. Raabe’s calculus text, Die Differential- und
Integralrechnung, the "theorem" that any continuous function is differentiable -
with the possibility of at most finitely many exceptions - started making its way
into the standard textbooks.

Bolzano, Weierstrass and Riemann knew it was wrong. By 1861 Riemann had

sin(n’z)

[e.o]
introduced into lectures the function ) >

, claiming that it is continuous at

every x but not differrentiable for in?ir_litely many values of x. The convergence
of this series is uniform ( by the Weierstrass M-test with M, = %), and so it is
continuous at every x. Nondifferentiability is harder to provide. It was not until
1916 that G. H. Hardy showed that in any finite interval, no matter how short,
there will be infitely many values of x for which the derivative does not exist.
It was demonstrated in 1970 that there are also infinitely many values at which
derivative does exist. Riemann’s example - while remarkable - does not go as far
as nondifferentiability for all z.

The faith in the existence of derivatives is illustrated by the reaction to Her-
mann Hankel’s paper "Untersuchungen {iber die unendlich oft oszillierenden und
unstetigen Functionen" in which, among other things, he described a general
method for creating continuous functions with infinitely many points of nondif-
ferentiability. J. Hotlel applauded this result and expressed hope that it would
change the current attitude in which "there is no mathematician today who would
believe in the existence of continuous functions without derivatives" (as quoted in
Medvedev, Scenes from the History of Real Functions). Phillipe Gilbert pounced
upon errors and omissions in Hankel’s work and displayed them "so as to leave no
doubt ... about the inanity of the conclusions".

But the tide had turned. Hankel responded with the observation that Rie-
mann’s example of an integrable function with infinitely many discontinuities im-
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plies that its integral F'(x fo Z ((nt )dt, is necessarily continuous at every

 but cannot be differentiable at any of the infinitely many points where the in-

tegrand is not continuous. The real surprise came in 1872 when Karl Weierstrass

showed the Berlin Academy the trigonometric series mentioned at the end of chap-
o0

ter 1: f(xz) = > b"cos(a"mz), where a is an odd integer, b lies strictly between

n=0
0 and 1, and ab is strictly larger than 1 —i— . It is continuous at every value of ©

and differentiable at none. A flood of examples followed.
A Radical Approach to Real Analysis, David Bressoud, The Mathematical
Association of America, 1994, paginile 259-260.

Notiunea de serie de functii
Teoreme privind transportul de proprietiti pentru seriile de
functii
Criterii de convergenta pentru serii de functii
Un exemplu de functie continua pe intreaga axa reald care nu
este derivabila in nici un punct

Notiunea de serie de functii

Definitie. Dacd (f,)nen este un sir de functii, f, : D C RP — R, jar
girul sumelor sale partiale (Sp)nen, unde S, = fi1 + ... + fn, pentru orice
n € N, converge, pe D, catre o functie f : D C RP — R%, spunem cd seria
> fn converge, pe D, cdatre f.

Dacd pentru orice x € D, seria Y ||fu(2)|| converge, spunem cda seria
> fu converge absolut pe D.

Daca sirul (Sy,)nen converge uniform cdatre o functie f: D C RP — RY,
spunem cd seria Y . f, converge uniform, pe D, cdtre f.

Teoreme privind transportul de proprietiti pentru seriile de
functii

Teorema. Dacd (f,)nen este un gir de functii continue, f, : D C RP —
RY, iar seria Y f, converge uniform, pe D, cdtre f: D C RP — R4, atunci
f este continud.

Teoremd. Dacd (f,)nen este un sir de functii, f, : [a,b] C R — R,
Riemann-Stieltjes integrabile in raport cu g : [a,b] C R — R, iar seria >_ f,
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converge uniform catre [ : [a,b] C R — R, atunci f este Riemann-Stieltjes
integrabila in raport cu g i

7fdg = 7andg = 7fndg-

Teorem&. Dacd (fn)nen este un sir de functii, f, : [a,b] C R — [0,00),
Riemann-Stieltjes integrabile in raport cu g : [a,b] C R — R, iar seria
> fu este convergentd catre f : [a,b] C R — R care este Riemann-Stieltjes
integrabila in raport cu g, atunci

7fdg = 7andg = 7fndg-

Teorema. Dacd (f,)nen este un sir de functii derivabile, f, : [a,b] C
R — R, pentru care existd xo € [a,b] astfel incdt seria Y fn(xqg) este con-
vergentd, iar seria Y f; converge uniform, atunci existd f : |a,b] CR — R
astfel incat seria » f, converge uniform cdtre f, gi, mai mult,

=0 m=> 5.

Criterii de convergenta pentru serii de functii

Dupd cum am vazut, convergenta uniforma este esentiald in rezultatele
de mai sus, deci este util sd dispunem de criterii care sa asigure acest tip de
convergenta.

Criteriul lui Cauchy. Dacd (f,)nen este un gir de functii, f, : D C
RP — RY, atunci seria Y f, converge uniform, pe D, dacd si numai dacd
pentru orice € € R, € > 0, existd n. € N astfel ca

1fn (@) + fora (@) + oo+ fn(@)] <,

pentru orice m,n € N, m >n > n. 1 orice x € D.

Rezultatul de mai jos, care se poate demonstra cu ajutorul Criteriului
lui Cauchy de mai sus, se va folosi in cadrul demonstratiei teoremei privind

018



convergenta uniforma a seriilor de puteri pe multimile compacte continute in
interiorul intervalului de convergenta (vezi pagina).

Criteriul lui Weierstrass. Fie (f,)nen un sir de functii, f, : D C
RP — R, pentru care existd un gir de numere reale (M, ),en, astfel ca

()] < My,

pentru orice x € D i orice n € N.
Daca seria >, M, este convergentd, atunci seria y . f, converge uniform,
pe D.

Criteriile urmatoare sunt utile in stabilirea convergentei uniforme, cand
aceasta nu este absoluta.

Criteriul lui Dirichlet. Fie (f,)nen un gir de functii, unde f, : D C
RP — R, djar (si)r sirul sumelor partiale ale seriei ) f.
Presupunem ca exista M € R, astfel ca

lsw(2) ]| < M,

pentru orice x € D i orice k € N

Presupunem ca girul de functii (¢,,)nen, unde ¢, : D C RP — R, este
descrescdator si cd el converge uniform, pe D, cdtre 0.

Atunci seria Y @, fn converge uniform, pe D.

Criteriul lui Abel. Fie (f,)nen un gir de functii, f, : D C RP — R,
pentru care seria » , [, converge uniform.

Fie (¢,)nen, unde ¢, : D C RP — R, un gir de functii monoton gi
mdrginit.

Atunci seria @, fn converge uniform, pe D.

Un exemplu de functie continui pe intreaga axa reald care nu
este derivabila in nici un punct

Fie 0 : R — R functia continud, periodicd de perioadd 2, definitd pe [0, 2]
prIin
]

re|0,1
1,9] "

e(x):{Qf’x, z € 1,
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Atunci functia f: R — R, datd de

fe) = S Cyaaa),

pentru orice x € R, este bine definita, continud pe R si nederivabild in orice
punct.

Intr-adevar, deoarece

3

Growra)| < §

< (Z)na

pentru orice n € R si deoarece seria ) (3)" este convergenti, conform criteri-
ului lui Weierstrass, seria de functii Y (2)"6(4"z) converge uniform. Cum ¢
este continud, deducem ca gi f este continud.

Vom ardta acum ci pentru orice x € R, f nu este derivabila in x.

In acest scop vom fixa x € R.

Pentru m € N, fie k € Z astfel ca

k<4mx <k+1.

Cu notatiile

k
Qpy = —
4m
si
k+1
Bm_4—m:

sd observam ca:
i) 4"3, — 4", este par, dacd n > m;
ii) 43, — 4", = 1, dacd n = m;
iii) intre 4"y, si 4"f,, nu existd nici un intreg, dacid n < m.
Prin urmare

n n B 0, n>m
048,) = 0@ )| = { yu o 2

Y

de unde

F(3) = Flom) = S BA'B,,) — (@0,



ceea ce implica

3. =3 1 3m+1 3
) = flom)| 2 ()" = Q4" = g 5= > 5 ()"
e f(B) = (i)
m) A m
‘ ﬁm_am Z5? ’
adica
fBp) = f(@) Bm—z  fl@)—flom) z—am | 1
' Bn—t  Bu—am ' t—am  Bn—am| 2
de unde
ﬁm_'x 6m_am+ T — am .6m_am >§3’
deci
‘f(ﬁm)_f(x) + f(x)_f(am) > _3m7 (*)
B — @ T — Qi
pentru orice m € N.
Deoarece
1
amgxﬁam+—=ﬁm,
m
pentru orice m € N, deducem ca
lim o, = . (**)

m—00

Presupunénd, prin reducere la absurd ca f este derivabild in x, folosind
relatiile () gi (%), obtinem, prin trecere la limitd atunci cand m tinde la oo,
contradictia

2f () > oo.

Observatie. Amanunte privind tematica functiilor continue care nu sunt
derivabile in nici un punct al axei reale se gdsesc in John C. Oztoby, Measure
and Category, Springer-Verlag, 1971, paginile 45-46 si Masaya Yamaguti,
Masayoshi Hata, Jun Kigami, Mathematics of fractals, Translation of
Mathematical Monographs, volume 167, American Mathematical Society,
Providence, Rhode Island, 1993, paginile 11-14.
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Exercitii

1. Seria ) L; converge uniform pe [—1,1].
2. Seria ) (1 — :U) nu converge uniform pe [0, 1].
3. Seria ) - JZ s— converge uniform, dar nu absolut pe R.
4. Seria 3 & Z‘r) converge uniform pe R.
5. Seria 3 Sn(nz) converge uniform pe [a,b] C (0, 27).
6. Seria ) % * converge uniform pe [0, 1].
7. Fie f : R — R functia continua, periodicd de perioada 2, definitd pe
[—1,1] prin
1, xe[-1,—2]
-3z —1, ze (-2 —5]
O(x) ={ 0, T € (—%, %] .
3z —1 z € (3,3]
1, z e (3,1]

Fie functiile F,G : [-1,1] — R, date de

Flr) = 3 i [37)

si
C) = 3 g 3 1),

pentru orice x € R.
Fie H = (F,G) : [-1,1] — R%
Sa se arate cd F' gi G sunt continue si ca

Im H = [0,1] x [0,1].
Bibliografie

1. Robert G. Bartle, The Elements of Real Analysis, John Wiley &
Sons, Inc., New York-London-Sydney, 1964.
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SERII DE PUTERI

Notiunea de serie de puteri
Raza unei serii de puteri
Teorema Cauchy-Hadamard
Teorema de unicitate a seriilor de puteri
Teorema lui Bernstein
Teorema lui Abel si teorema lui Tauber

Seriile de puteri constituie o generalizare naturald a polinoamelor. Ele
permit definirea riguroasi a functiilor elementare atat in cazul real (vezi
paginile 21-214), cat mai ales in cazul complex (aga cum se va vedea in cadrul
cursului de Functii Complexe; a se vedea in acest sens P. Hamburg, P. Mo-
canu, N. Negoescu, Analizd Matematicid (Functii Complexe), Editura
Didacticd si Pedagogica, Bucuresti, 1982, paginile 92-95).

Notiunea de serie de puteri

Definitie. O serie de functii > f,, unde f, : R — R, se numeste serie
de puteri, in jurul lui ¢, dacd pentru orice n € N, existd a, € R, astfel ca
fn(z) = an(z — )", pentru orice x € R.

Remarca. Fard a pierde din generalitate, putem presupune ca ¢ = 0
(caci translatia © = x — ¢, reduce o serie de puteri in jurul lui ¢ la o serie
de puteri in jurul lui 0).

Desi functiile v — a,x™ sunt definite pe R, nu este de asteptat ca seria
> apx™ sa conveargd pe R.

De exemplu, seriile > nlz"™, > x™ gi > ‘% converg pentru x apartindnd
multimilor {0}, (—1,1), respectiv R.

Prin urmare, multimea punctelor in care converge o serie de puteri poate

"micd”, "medie” sau "mare”.

Asa cum vom vedea, o submultime arbitrard a lui R nu poate fi multimea

punctelor de convergentd ale unei serii de puteri.

Raza unei serii de puteri. Teorema Cauchy-Hadamard

Definitie. Fie ) a,z" o serie de puteri.
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1 o . o . 1
Daca sirul (|a,|™)nen este marginit, consideram p = limsup |a,|™.
1 o _—
Daca sirul (|a,|™)nen este nemdarginit, consideram p = oo.
Definim raza de convergentd a seriei de puteri »_ a,x™ ca fiind

0, p=o0
R={ %, 0<p<oo.
0, p=20

Intervalul (—R, R) se numesgte intervalul de convergenid al seriei de puteri
> a,x™, dar multimea punctelor in care seria de puteri este convergentd se
numeste multimea de convergentd a seriei de puteri.

Rezultatul de mai jos justificd terminologia de razd de convergenta.

Teorema Cauchy-Hadamard. Dacd R este raza de convergentd a
seriei de puteri Y a,x™, atunci seria este absolut convergentd pentru |x| < R
gi divergentd pentru |x| > R.

Nota istorica. Jacques Salomon Hadamard s-a ndscut in 1865 in Franta.
A studiat la Lycée Charlemagne, unde conform propriilor spuse, excela la
Lating gi Greaca, iar la aritmetica, pana in clasa a V-a, era ultimul din clasa.
Intre 1875 si 1876 urmeazi cursurile liceului Louis-le-Grand. Intre 1884 si
1888 Hadamard frecventeazit Ecole Normale Supérieure. A predat la liceele
din Saint-Louis si la Lycée Buffon, avandu-l ca student pe Fréchet. In 1892
obtine titlul de doctor in matematici. In acelasi an primeste Grand Prix
des Sciences Mathématiques. In 1896 este numit profesor de astronomie si
mecanici rationaly la Universitatea din Bordeaux. In decursul celor patru
ani petrecuti aici a obtinut insemnate rezultate din mai multe ramuri ale
matematicii, anume teoria numerelor (a ardtat, folosind tehnici din analiza
complexd, cd numarul numerelor prime mai mici sau egale cu n tinde la in-
finit la fel de repede ca si ), geometrie, algebra liniard, ecuatii integrale,
teoria codurilor etc. In 1897 este numit profesor la Facultatea de Stiinte de
la Sorbona si la College de France. In acelasi an publicy vestita carte intit-
ulatd Legons de Géométrie Elémentaire. Obtine multe rezultate importante
privind ecuatiile cu derivate partiale, optica, hidrodinamica, elasticitatea si
probabilititile (lanturi Markov) etc. In 1912 este numit profesor de analiz
matematicd la Ecole Polytechnique. In acelasi an este ales ca membru al
Academiei de Stiinte. Doi dintre fiii lui au murit in lupta in primul razboi
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mondial, iar un al treilea in cel de al doilea r#zboi mondial. In timpul celui
de al doilea razboi mondial a fost profesor vizitator la Columbia University.
A murit in 1963 la Paris.

Demonstratie. Vom trata numai cazul R € (0, 00), celelalte, anume R = 0
si R = oo, raménand in seama cititorului.
Pentru 0 < |z| < R, existd ¢ € [0,1) astfel ca

|z| < cR.

Prin urmare c

P <1
]

de unde deducem existeta unui ng € N astfel ca pentru n € N, n > ng, s

avern
c

‘an‘% S R
|z
ceea ce echivaleazi cu

la,a™| <,

de unde, deoarece ¢ € [0, 1), rezultd convergenta absolutd a serie de puteri

> ana™.

Daci |z| > R = %, atunci, pentru o infinitate de n, avem

1 1
|an|n > =
|z]
adica
lanz™| > 1,

de unde deducem c& sirul (a,z"),en nu converge la 0, ceea ce implica faptul
cd seria de puteri Y a,z" este divergentd. [

Observatie. Teorema Cauchy-Hadamard nu mentioneazd nimic despre
ce se intampld in extremitatile intervalului de convergentd. In fapt, orice
situatie poate sd apard. Spre exemplu, pentru seriile »  x™, > %x” §t n—lzsc"
raza de convergenld este 1, dar prima serie nu converge nict in 1, nici in
—1, cea de a doua converge in —1, dar nu converge in 1, iar cea de a treia
converge atdt in 1, cat g1 in —1.
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n

Observatie. Raza de convergentd a seriei de puteri Y a,x™, in cazul in

care existd lim este datd, de asemenea, de lim lanl

‘a'n‘
n—oo lan+1l’ n—ool@n+1l’

Rezultatul de mai jos afirma convergenta uniforma a seriilor de puteri pe
multimile compacte continute in interiorul intervalului de convergenta

Teorema. Fie R raza de convergentd a seriei de puteri Y an,z", iar K
o submultime compactd a intervalului (—R, R).

Atunci seria de puteri Y a,x™ converge uniform pe K.

Demonstratie. Faptul cd multimea K este compactd implicd existenta
unei constante ¢ € [0, 1), astfel ca

|z| < cR,

i.e.
c
P <17

|z
pentru orice z € K — {0}.
Prin urmare, existd ng € N astfel ca, pentru n € N, n > ng, avem

lanz"| < ",

pentru orice r € K.
Criteriul lui Weierstrass (vezi pagina ) incheie demonstratia. [

Rezultatul de mai jos arati ca in interiorul intervalului de convergenta al
unei serii de puteri putem integra si deriva termen cu termen.

Teoremd. Fie R raza de convergenld a seriei de puteri Y anx", iar
S : (=R,R) — R, suma seriei de puteri (i.e. S(x) = > a,x™, pentru orice
z€(—R,R)).

Atunci functia S este continud gi

b

/ S(t)dt = 7 > apttdt =y an]t"dt,

a a

pentru orice a,b € (—R, R).
Mai mult, seria de puter: Z(an:ﬂ")' are raza de convergentd R si

S'(z) = (Z ana™) = Z(anx")/ = Znanxnfl,
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pentru orice x € (—R, R).

Observatie. Teorema anterioard nu mentioneazd situatia capetelor in-
tervalului de convergentd.
Daca seria este convergentd in unul dintre capetele intervalului de con-
vergentd, atunci seria “derivatda” poate sau nu sd fie convergentd in acest
. " N N . x
punct. De evemplu, seria ) %5 converge in 1 gi in —1, dar seria ) % este
convergentd in —1 gt divergentd in 1.

Corolar. In conditiile de mai sus, avem
S™(0) = nla,,
pentru orice n € N.

Teorema de unicitate a seriilor de puteri. Daca seriile de puteri
Yo anx™ §i > by converg, pe un interval (—r,r), cdtre o aceeasi functie,
atunci

Ap = bm

pentru orice n € N.

Observatie. Seriile de puteri au avantajul cd sunt facil de manipulat
(sumele lor partiale fiind polinoame) gi cd au suma o functie derivabild de
o infinitate de ori, insd prezintd dezavantajul cd (in general) o functie nu
se reprezintd printr-o serie de puteri pe intreg domeniul de definitie (spre
exemplu, pentru functia f : R — R, data de f(z) = rlzz, pentru orice
r € R, relatia f(x) = 1 — 2% + 2% — 25 + ..., este valabild numai pentru
lz] < 1).

Teorema lui Bernstein

Am vazut cd o conditie necesard ca o functie si fie suma, pe un interval
(—r,7), a unei serii de puteri, este ca functia si aibad derivate de orice ordin.

Aceastd conditie nu este si suficientd.

De exemplu, functia f: R — R, datad de

r=0"

fwy = w20
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are in origine derivate de orice ordin, egale cu 0, dar nu existd nici un interval
(—r,7) pe care ea si fie este suma unei serii de puteri.

Existd cateva conditii suficiente pentru ca o functie sa poate fi scrisa ca
o serie de puteri.

Spre exemplu, folosind teorema lui Taylor (vezi pagina ), se poate arita
ca daca existd M € R astfel ca

[fP @) < M,

. . — . ()
pentru orice x € (—r,r) si orice n € N, atunci seria de puteri > [0 n!(o) x"
converge, pe (—r,r), citre f(z).

Teorema lui Bernstein. Fie f :[0,7] — R o functie care are derivate
de orice ordin.
Daca f gi derivatele sale de orice ordin sunt pozitive, atunci

— /™) ,
):Zo U

pentru orice x € [0,7].
Demonstratie. Conform teoremei lui Taylor cu restul sub forma integrala
(vezi pagina ), avem

n=1 ()
1) =S 0k g ),

pentru orice = € [0,7] si n € N, unde

Prin urmare
n 1 p(n)
GE n_l,/ 1) (sr)ds,
0

de unde, cum f(™ este cresciitoare, avem

02 (o) £ o [ = sy s < g0

0
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deci
lim R, (z) =0,

n—oo

de unde concluzia. J
Teorema lui Abel si teorema lui Tauber

Am vizut ca o serie de puteri converge uniform pe orice multime compactd
din intervalul sdu de convergenta.

Nu existda motive pentru a crede, a priori, ca acest fapt este valabil gi
atunci cand se considerd multimi compacte din multimea de convergentd.
Totusi acest rezultat este valid, asa cum aratd urmétoarea:

Teorema lui Abel. Dacd seria de puteri a,x™ converge, pe (—R, R),
catre f(x), iar seria Y a, R™ converge catre A, atunci seria de puteri ), a,x"™
converge uniform pe [0, R| si

9}% f(z) = A.
Demonstratie. Putem presupune, fara pierderea generalitatii, cd R = 1.
Criteriul lui Abel (vezi pagina ), cu f, = a, si ¢, (x) = =", pentru orice
x € [0,1], asigurd convergenta uniform pe [0, 1].
Prin urmare, limita seriei de puteri, care este f, pe [0,1), este continui,
deci i%f(x) =A. 0O

Remarca. Acest rezultat sugereazd un mod de a atasa o limitd unei serii
care nu este convergenta.

Spre exemplu, seriei > b, % putem asocia seria de puteri Y b,x™.

Daca sirul (b,)nen "nu creste prea rapid”, atunci seria de puteri | b,x™
converge cdtre o functie B : (—1,1) — R.

Daca il/II%B(SC) = (3, spunem cd seria Y b, este Abel convergentd catre f3.

Teorema lui Abel afirmd cd dacd o serie este convergentd, atunci ea este
Abel convergentd, iar sumele, cea obisnuitd gi cea Abel, coincid.

Reciproca nu este valabild asa cum aratd seria Y (—1)"; seria de puteri
S (=1)"a™ are suma 5, deci seria Y (—1)" este divergentd, dar este Abel
convergentd cdtre %

Teoremele care furnizeazd conditii suficiente pentru ca o serie Abel con-

vergentd sd fie convergentd se numesc teoreme Tauberiene.
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Teorema lui Tauber. Dacd seria de puteri Y a,x™ converge, pe (—1,1),
catre f(x), limna, =0 gi li;rif(x) = A, atunci seria Y a, converge cdtre

A.

Nota istorica. Alfred Tauber (1866-1947) a studiat la Universitatea din
Viena, unde a si profesat. A fost gseful diviziei matematice a companiei de
asigurari Phonix din Viena.

Demonstratie. Pentru x € [0,1) avem

Yoan— A= (D an— f(2)) + (flx) = A) =
= an(l—2") = > ana" + (f(z) - A)

Deoarece pentru x € [0,1), avem
l—2"=(1-2)A+z+22+...+2") <n(l —2),

obtinem
N N
ol (1= 0 < (1= 2)3 .
n=0 n=0

Cum lim n |a,| = 0, avem, conform cu teoremei de la pagina 176,
n—oo

m

lim ——» nla,| =0.
m—eom + 1973

Atunci, pentru orice € € R, ¢ > 0, existd n. € N, astfel ca pentru orice
N eN, N >n,:

N
Zn\an\ < (N +1)g,

n=0

si



unde
1
zo=1-———.

Prin urmare, pentru un astfel de IV, obtinem

N N o)
Zan—A < (1—930)Zn|an|—l— Z anzy| + | f(zo) — A] <
n=0 n=0 n=N+1
e gl
<(1- N+1 —_— <3
< (1—ax)(N+ )€+N+11_x0+8 £,

de unde concluzia. [
Exercitii

1. Gasiti razele de convergentd si multimile de convergenta pentru seriile
de puteri: Yo", Y Lo, S (A1)l YD s

2. Dezvoltati functia f(z) = €”, € R, ca sum4 a unei serii de puteri ale
lui z — 1.

3. Dezvoltati functiile f(x) = €*, g(x) = arctg(x), h(x) = arcsin(x),
s(z) = (1 + x)In(1 + x), ca sumi a unei serii de puteri ale lui z.

="
3n+1°

o0
4. S& se afle suma seriei )

n=0
REZUMAT

O serie de functii ) _ f,, unde f,, : R — R, se numeste serie de
puteri, in jurul lui ¢, dacd pentru orice n € N, exista a, € R, astfel
ca f,(x) = a,(z — ¢)", pentru orice = € R.

Fie >  a,z" o serie de puteri. Daca sirul (|an|%)neN este marginit,
considerdm p = limsup \an\%. Dac3 sirul (|an\%)n€N este nemadrginit,
consideram p = oco. Definim raza de convergenta a seriei de put-

0, p=o0
eri Y a,z" ca fiind R = %, 0<p<oo. Intervalul (—R,R) se
o, p=0

numeste intervalul de convergentd al seriei de puteri ) a,z", iar
multimea punctelor in care seria de puteri este convergenta se nu-
meste multimea de convergenta a seriei de puteri.
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Daci R este raza de convergenti a seriei de puteri ) a,2", atunci
seria este absolut convergentd pentru |z| < R si divergentad pentru
|z| > R.

Fie R raza de convergentd a seriei de puteri ) z", iar K o sub-
multime compacti a intervalului (—R, R). Atunci seria de puteri
> 2™ converge uniform pe K.

Fie R raza de convergentd a seriei de puteri ) a,z", iar S :

(—=R,R) — R, suma seriei de puteri (i.e. S(z) = ) a,2", pentru
b
orice © € (—R,R)). Atunci functia S este continui si [S(t)dt =

b b
[ > apt"dt =3 a, [t"dt, pentru orice a,b € (—R, R). Mai mult, seria

de puteri 5 (a,z") are raza de convergenti R si S (7) = (3] a,2") =
S (an2™) = 3. na,z™', pentru orice r € (—R, R). In conditiile ante-
rioare, avem S*)(0) = kla;, pentru orice k € N.
Daci seriile de puteri ) a,z" si ) b,2™ converg, pe un interval
(—r,r), citre o aceeasi functie, atunci a, = b,, pentru orice n € N.
Fie f : [0,7] — R o functie care are derivate de orice ordin.

Daca f si derivatele sale de orice ordin sunt pozitive, atunci f(z) =

Z%x”, pentru orice z € [0,7].
n=0
Daca seria de puteri ) a,z" converge, pe (—R, R), citre f(z),

iar seria ) a,R" converge citre A, atunci seria de puteri ) a,z"
converge uniform pe [0, R| si li/n}l%f(gs) = A.

Daca seria de puteri ) a,z" converge, pe (—1,1), citre f(z),
lim na, =0 si li/ni f(x) = A, atunci seria ) a, converge citre A.

n—oo

Bibliografie

1. Robert G. Bartle, The Elements of Real Analysis, John Wiley &
Sons, Inc., New York-London-Sydney, 1964.
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SERII TRIGONOMETRICE

Crisis in Mathematics: Fourier’s Series

The crisis struck four days before Christmas 807. The edifice of calculus was
shaken to its foundations. In retrospect, the difficulties had been building for
decades. Yet while most scientists realized that something had happened, it would
take fifty years before the full impact of the event was understood. The nineteenth
century would see ever expanding investigations into the assumptions of calculus,
an inspection and refitting of the structure from the footings to the pinnacle, so
thorough a reconstruction that calculus was given a new name: Analysis. Few
of those who witnessed the incident of 1807 would have recognized mathematics
as it stood one hundred years later. The twentieth century was to open with a
redefinition of the integral by Henri Lebesgue and an examination of the logical
underpinninga of arithmetic by Bertrand Russell and Alfred North Whitehead,
both direct consequentes of the events set in motion in that critical year.The
crisis was precipitated by the deposition at the Institute de France in Paris of a
manuscrpt, Theory of the Propagation of Heat in Solid Bodies, by the 39-year old
prefect of the department od Isére, oseph Fourier. Fourier began his investigations
with the problem of describing the flow of heat in a very long and thin rectangular
plate or lamina. ... Fourier had reduced his problem to that of taking an even
functin and expressing it as a possibly infinite sum of cosines, what we today call
a Fourier series. His next step was to demonstrate how to accomplish this. Here
was the crux of the crisis. Infinite sums of trigonometric functions had appeared
before. Daniel Bernoulli (1700-1782) proposed such sums in 1753 as solutions to
the problem of modeling the vibrating string. They had been summarily dismissed
by the greatest mathematician of the time, Leonhard Euler (1707-1783). Perhaps
Euler scented the danger they presented to his understanding of calculus. The
committee that reviewed Fourier’s manuscript: Laplace, Joseph Louis Lagrange
(1736-1813), Sylvestre Frangois Lacroix (1756-1843), and Gaspard Monge (1746-
1818), echoed Euler’s dismissal in an unenthusiastic summary written by Siméon
Denis Poisson (1781-1840). Lagrange was later to make his objections explicit.
Well into the 1820s, Fourier series would remain suspect because they contradicted
the established wisdom about the nature of functions. Fourier did more that
suggest that the solution to the heat equation lay in his trigonometric series.
He gave a simple and practical means of finding those coefficients. In so doing,
he produced a vast array of verifiable solutions to specific problems. Bernoulli’s
proposition could be debated endlessly with little effect for it was only theoretical.
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Fourier’s method could actually be implemented. It could not be rejected without
forcing the question of why it seemed to work. There are problems with Fourier
series, but they are subtler that anyone realized in that winter of 1807-08. It
was not until the 1850s that Bernhard Riemann (1826-1866) and Karl Weierstrass
(1815-1897) would sort out the confusion that had greeted Fourier and clearly
delineate the real questions.

A Radical Approach to Real Analysis, David Bressoud, The Mathematical
Association of America, 1994, paginile 1,3 si 4.

Notiunea de serie trigonometrica
Notiunea de serie Fourier
Teoreme de reprezentare (Dirichlet, Fejér)

Notiunea de serie trigonometrica

Seriile trigonometrice isi dovedesc utilitatea in multe domenii (electrotehnica,
mecanica undelor, reprezentarea semnalelor periodice etc).

Definitie. Pentru (a,)nenugoy §¢ (bn)nen doud siruri de numere reale,
vom considera:
- functia fo: R — R, datd de

pentru orice x € R;
- functiile f, : R — R, date de

fn(z) = a, cosnz + b, cosnz,

pentru orice x € R, unde n € N.
Se numesgte serie trigonometricd cu coeficientii a, st b, unde n € N gi
m € N, seria de functii Y f,.

n
Sumele partiale ale unei astfel de serii se numesc polinoame trigonomet-
rice.

Observatie. FEste suficient sd studiem convergenta unei serii trigono-
metrice pe intervalul [—m, 7).
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Rezultatul de mai jos ne aratd modul in care putem exprima coeficientii
ay, $i by, ai unei serii trigonometrice punctual convergente, in functie de suma
sa.

Teorema. Dacd seria trigonometricd 4 + Y (a, cosnz + b, cosnx) este

punctual convergentd pe [—m, 1] (deci pe R), iar S(x) este suma acestei serii,
atunci:

i) Functia S : R — R este periodicd, de perioadd 2.

i) Dacd, in plus, seria trigonometricd %+ (a, cosnx + by, cosnzx) este

n
uniform convergentd pe [—m,w|, atunci S este continud pe portiuni pe orice
interval compact din R g1

ey

1
ap = —/S(m) cos nxdx
7r
§1
1 :
by, = —/S(:c) sin madzx,
7T

—T

pentru orice n §& M.
Notiunea de serie Fourier

Definitie. Fie f : R — R o functie continud pe portiuni pe orice interval
compact din R g periodicd, de perioadd 2mw. Fie sirurile de numere reale
(an)n §t (bm)m, unde

an = %/f(:ﬂ) cos nxdx

§t

by = l/f(:ﬂ) sin mxdz.

™

—T

Atunci seria a
0
) + E (@, cosnz + by, cos nx)
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se numeste seria Fourier a lui f, iar a, $i b,,, se numesc coeficientit Fourier
ai lui f.

Nota istorica. Jean Baptiste Joseph Fourier s-a ndscut in 1768 la Aux-
erre, in Franta. Din 1870 frecventeazi Ecole Royale Militaire din Auxerre.
In 1783 primeste primul sdu premiu pentru un studiu de mecanici. In 1787
Fourier se dedicd vietii monahale, mergdnd la manastirea benedectind din
St Benoit-sur-Loire. Interesul siu pentru matematica este insa prezent si in
aceastd perioads. In 1790 devine profesor la Ecole Royale Militaire din Aux-
erre. Conflictului siu interior referitor la calea pe care o va urma (matematica
sau teologie) 1 se adaugd un nou element, in 1793, cand se implica in politica,
alaturandu-se Comitetului Revolutionar local. Degi datorita terorii generate
de revolutia Francezi doreste si se retragd din astfel de activitati, acest lucru
este imposibil. Mai mult, pe motive politice este arestat. Din 1794 studiaza
la Ecole Normale din Paris unde sunt profesori Lagrange, Laplace si Monge.
Predi la College de France si la Ecole Centrale des Travaux Publiques con-
dusa de catre Lazare Carnot si Gaspard Monge, care curand isi schimba
numele in Ecole Polytechnique. In 1797 ii succede lui Lagrange la catedra de
analizi si mecanics. In 1798 se aldturd armatei lui Napoleon in invazia Egip-
tului unde ocupa diverse pozitii administrative pand in 1801 cind se intoarce
la postul de profesor de analizi de la Ecole Polytechnique. La cererea lui
Napoleon preia postul de prefect la Isére. Aceasta (1804-1807) este perioada
in care lucreazi la teoria propagarii caldurii, rezultatul fiind memoriul intitu-
lat ”Despre propagarea caldurii in corpuri solide”, memoriu de o importanta
capitald, dar care la vremea respectivi a fost foarte controversat. Lagrange si
Laplace au avut obiectii asupra dezvoltarii functiilor in serii trigonometrice.
Din 1817 devine membru al Académie des Sciences. A murit in 1830.

Teoreme de reprezentare (Dirichlet, Fejér)

Observatie. Este posibil ca seria Fourier a unei functii f sd fie diver-
gentd. De asemenea, este posibil ca seria Fourier a unei functic f sd fie
punctual convergentd pe R, dar suma ei sa nu fie f.

Vom prezenta in continuare un rezultat, anume teorema lui Dirichlet de
reprezentare, care precizeaza conditii suficiente pentru ca seria Fourier a unei
functii f sa conveargd punctual citre f.

Pentru inceput vom introduce notiunea de convolutie a doua functii.
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Definitie. Pentru f,g: R — R functit continue pe orice interval compact
din R gt periodice, de perioadd 27w, functia f *g: R — R, datd de

(f * 9)a /f (2~ t)d

pentru orice x € R, se numeste produsul de convolutie al functitlor f si g.
In continuare vom prezenta doud leme.

Lema&. Pentru orice x € R — 277 si pentru orice n € NU {0}, fie

Dy () = sin(nz + %)

27 sin %

(numit nucleul lui Dirichlet).

Daca f : R — R este o functie continud pe portiunt pe orice interval
compact din R g1 periodicd, de perioadd 2w si dacd S, reprezintd a n-a sumd
partiald a seriei Fourier asociatd lui f, atunci

Sn:f*DTH

pentru orice n € NU{0}.
Demonstratie. Se poate constata usor ca

1

Dn(z) = 27r

(1+ 22 cos kx), (*)

k=1

pentru orice © € R — 277 si pentru orice n € NU {0}.
Atunci

Su(z) = Qo 4 Z(ak cos kx + by cos kx) =

2
k=1

1) "1 -
— %/f(t)dt + kz_;%/f(t)[cos kx cos kt + sin kx sin kt]dt =

/f 1+22cosk:c—t )]dt = /f w(z—t)dt = (f * D,)(x),
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pentru orice x € R—277Z si pentru orice n € NU{0}, unde pentru justificarea
penultimei egalitdti am folosit relatia ().
Lema lui Riemann. Dacd f : [a.b] — R este o functie continud pe
portiuni, atuncsi
b b
lim [ f(x)cosnxdx = lim [ f(z)sinnzdr = 0.

a a

Demonstratie. Dupd cum este binecunoscut, pentru orice £ > 0 existad o
functie in scard ¢ : [a,b] — R astfel incat

€
If —ell < 0—a)
Avem

b b b

/f(:z:) cosnrdr = /(p(:c) cos nxdz + /(f(x) — ¢(z)) cos nxdz,
de unde

b b
/f(:z:) cosnzrdr| < /go(x) cosnxdx| + / |f(z x)||cosnz|dr <
b b
< /go(x) cos nxdz| + / I f — ¢l de < /(p(:c) cos nxdz| + %

Prin urmare, este suficient sa demonstram lema pentru functii in scara.
Asadar presupunem ci existd o diviziune a = 9 < 11 < ... < Tpq <

ZTm = b si constantele cg, ¢1, ..., ¢,,—1 astfel incat f(z) = ¢;, pentru orice
x € (x;_1,x;) siorice i € {1,2,...,m}.
Atunci
b T;

a

sinnx; — sinnx;_1

Y

/f(x)cosn:nd:n = zm:/ x) cosnxdr =
>
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de unde ,
2 m
d < - 1|y
/f(:ﬂ)cosnx x| < n§|c|

inegalitate care implica faptul ca
b

lim [ f(z)cosnzdr = 0.

n—oo
a

Analog se arata ca

b

lim [ f(z)sinnzdr = 0.

Observatie. Prin urmare, sirurile coeficientilor Fourier ai unei functii
f converg catre 0.

Teorema lui Dirichlet de reprezentare. Fie f : R — R o functie
pertodicd, de perioadd 2w, cu proprietatea cd pentru orice interval compact
al axei reale existd o diviziune a acestui interval pe ale cdaret intervale deschise
f este deriwabild, iar in punctele de diviziune f are derivate laterale finite.

Atunci seria Fourier a lui f este punctual convergentd pe R.

Maz precis,

lim f(u) + lim f(u)

U—x U—r
u<x u>x

2

% + ;(an cosnx + by, cosnx) =

pentru orice x € R, unde
1
a, = — [ f(x)cosnzdz
T

§i

1
by, = —/f(x) sin madz,

—T
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n e NU{0} si m e N.
Schita de demonstratie. Pentru x € R, fie

lim f (u) + lim f (u)
2

m =
Pentru ¢ € (0,7) si n € NU{0}, avem

[Dn # (f = m)](x) =

-5 4 ™
= /(f(:ﬁ—t)—m)Dn(t)dt+/(f(x—t)—m)Dn(t)dt+/(f(:U—t)—m)Dn(t)dt.
—r ) é
Folosind cele doua leme obtinem
—5 ™
,}LIEO (f(x —t) —m)D,(t)dt = ,}LIEO (f(x —t) —m)D,(t)dt = 0.
T 5

Existd o constantd C' € (0, 00) astfel incat

5 C(Ssupﬁ;‘t
It]<6 ‘smi
/ (& — ) — m)Dy(t)de| <
v

=5
Atunci, folosind aceastd evaluare, deducem ca

lim [D,, % (f —m)|(z) = 0.

n—oo

Dar, conform primei leme, avem
[Dr  (f —=m)](x) = (Dy * f)(z) —m = Sy(x) —m,
de unde concluzia.

Corolar. Dacd f : R — R o functie periodicd, de perioadd 27, cu propri-
etatea cd este continud gt cu proprietatea cd pentru orice interval compact al
azetr reale existd o diviziune a acestui interval pe ale caret intervale deschise
f este deriwabild, tar in punctele de diviziune f are derivate laterale finite,
atunci seria Fourier a lui f este punctual convergentd pe R catre f.
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Un alt rezultat important privind seriile Fourier este urmatorul (pentru
detalii vezi Analizd Matematica, Vol. II, Editia a V-a, Editura Didactica si
Pedagogicd, Bucuresti, Lucrare elaboratd de un colectiv al catedrei de analizd
matematicd a Uniwversitatii Bucuregti, paginile 132-134):

Teorema. Fie f : R — R o functie periodicd, de perioada 27, derivabild,
cu derivata continud. Atunci seria Fourier a functiei f converge absolut si
uniform pe R, suma sa fiind f.

Un alt rezultat fundamental pentru teoria seriilor Fourier, rezultat care
pune in evidentd utilitatea conceptului de Cesaro sumabilitate (vezi pagina
), este datorat lui Fejér (pentru demonstratie se poate consulta O. Standsild,
Analizd Matematicd, Editura Didacticd si Pedagogicd, Bucuresti, 1981).

Teorema lui Fejér. Pentru f : R — R functie continud, periodicd, de
perioadd 2w, vom considera

:So—i-Sl—l—...—l—Sn

On ’
n

unde S, rezprezintd a n-a sumd partiald a seriei Fourier asociatd lui f,
n € N.
Atunci girul de functii (0,,),, converge uniform, pe R, cdatre f.

Nota istoricd. Lipdt Fejér (numele siu real este Leopold Weiss) s-a nis-
cut la Pécs, Ungaria, in 1880. Intre 1897 si 1902 a studiat matematica si fizica
la Budapesta si Berlin unde a fost studentul lui Schwarz. Teorema referitoare
la teoria seriilor Fourier care-i poartd numele, publicatd in 1900, constituie
baza tezei sale de doctorat pe care a sustinut-o in 1902 la Budapesta. Intre
1902 si 1905 preda la Universitatea din Budapesta, apoi, intre 1905 si 1911
la Koloszsvar (Cluj), iar din 1911 pani la moartea sa, in 1959, din nou la
Budapesta. Principalul siu domeniu de studiu a fost analiza armonica, dar
a publicat de asemenea un articol important despre functii intregi (impreun
cu Carathéodory, in 1907) si unul despre transformari conforme (impreund
cu Riesz, in 1922).

Corolar. Fie f : R — R o functie continud, periodicd, de perioadd 2,
cu proprietatea cd toti coeficientii sai Fourier sunt nuli.
Atunci

f=o0.



Observatie. In cadrul cursului de Analizd Functionald se vor studia
seriile Fourier intr-un cadru mai general, anume in contextul spatiilor Hilbert
(a se vedea Liliana Pavel, An Introduction to Functional Analysis,
Editura Universitatii din Bucuresti, 2000, paginile 94-104). Teoria seriilor
Fourier constituie punctul de plecare al unei ramuri importante a Analizei
Matematice, anume Analiza Armonicd.

Nota istorica. David Hilbert s-a nascut in ianuarie 1862 la Konigsberg,
unde a urmat gimnaziul si facultatea, obtinidnd titlul de doctor in 1885.
Minkowski a fost unul dintre bunii lui prieteni. In 1885 se mut# la Univer-
sitatea din Gottingen, unde rdméane pana la sfirsitul carierei. La inceput
Hilbert a lucrat in teoria invariantilor, descoperind celebra teorema a bazei.
Apoi atentia lui s-a indreptat cdtre geometrie. Un studiu sistematic al ax-
iomelor lui Euclid 1-a condus la prezentarea geometriei sub forma axiomatica,
abordare care a avut o imensa influentd asupra acestui domeniu. La cel de
al doilea congres al matematicienilor de la Paris a propus o listd de 23 de
probleme, unele nerezolvate pana astdzi. Studiile sale in domeniul ecuati-
ilor diferentiale au condus la notiunea de spatiu Hilbert. Printre studentii
sdi amintim pe Weil gi Zermelo. A murit in februarie 1943, ca cetidtean de
onoare al oragului Konigsberg.

Observatie. Seriile trigonometrice au avantajul cd reprezentarea unei
functii printr-o astfel de serie are loc pe orice interval, insd prezintd deza-
vantajul cd sunt mai greu de manevrat (derivarea si integrarea termen cu
termen trebuie sd se faca cu precautii suplimentare).

Exercitii

1. S& se dezvolte in serie Fourier functia f : (—m,7) — R, datd de

f(z) = z, pentru orice x € (—m,7), si sa se calculeze Zl(—l)”“ﬁ.

2. S4 se dezvolte in serie Fourier functia f : (0, 27?)_—> R, data de f(z) =

2?, pentru orice = € (0, 27), si si se calculeze Y (—1)""' L.

1
3. S4 se dezvolte in serie Fourier functia f : (0,7) — R, datd de f(z) =1,

pentru orice = € (0,27), si s& se calculeze 21(_1)n+1 2n_1_1.
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Definitie. Un spatiu vectorial real H se numeste prehilbertian dacd exista
o aplicatie ¢ : H x H — R astfel incdt pentru orice z,y,z € R si pentru
orice A € R sunt satisfacute proprietatile:

i) p(z,2) >0 gi p(z,z) =0 dacd §i numai dacd x =0

it) p(z,y) = oy, v)

wi) o(z,y +2) = o(z,y) + p(z, 2)

w) p(Az,y) = o(z, \y) = Ap(z,y).

o(z,y) se mai noteazd < x,y > iar < .,.> se numeste produs scalar.

Observatie. In orice spatiu prehilbertian H se poate dezvolta un limbaj

geometric. Spre exemplu, ||z || = x,x > se numeste lungimea vectorului
x, d(z,y) = ||z —y|| se numeste distanta dintre x gi y, iar pentru x §i y
nenuli, deoarece m € [-1,1], numarul ¢ € [0,7] se numeste unghiul

vectorilor x g1 .

Definitie. Un sir (z,)nen de elemente dintr-un spatiu prehilbertian H
se numeste sir Cauchy dacd pentru orice € > 0 existd n. € N astfel incdt
pentru orice m,n € N, m,n > n., avem ||z, — x| < €.

Sirul (z,)nen se numeste convergent dacd existd x € H astfel incdt pentru
orice € > 0, exwistd n. € N, astfel incat pentru orice n € N, n > n., avem
|z, — z|| < e.

Definitie. Un spatiu prehilbertian H se numeste spatiu Hilbert dacd orice
gir Cauchy de elemente din H este convergent.

Definitie. Fie H un spatiu Hilbert real. O familie cel mult numadra-
bild (en)n de wvectori din H se numeste bazd ortonormald a lui H daca

def dacd n #m

1, o .
< enylm >= Opm = { 0. dacin—m gt spatiul generat de familia (ey)n

este dens in H.

Observatie. Nu orice spatiu Hilbert real are bazda ortonormald st chiar
dacd aceasta existd, ea poate sd nu fie baza de spatiu vectorial.

Definitie. Fie H un spatiu Hilbert real $i (€,)neny 0 bazda ortonormald
a sa. Pentru elementul x € H, numerele reale ¢, =< x,e, >, n € N, se
numesc coeficientii Fourier ai lui x relativ la baza ortonormald (ey,)nen-

Teorema. Fie H un spatiu Hilbert real i (e,)nen 0 bazd ortonormald a
sa.
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Atunci, pentru orice element x € H, seria Y cye, este convergentd (in

n

H), iar suma sa este x.

7 : o 2
In plus, seria > .c? este convergentd, iar suma sa este ||z||".
n

REZUMAT

Fie f : R — R continua pe portiuni pe orice interval compact din
R si periodici, de perioadid 27. Fie sirurile de numere reale (a,),

si (bm)m, unde a, = % [ f(z)cosnzdz si b, =L [ f(z)sinmzdz. Atunci
seria ¢ + > (a, cosnx + b, cosnz) se numeste seria Fourier a lui f, iar

n

a, si b,, se numesc coeficientii Fourier ai lui f.

Fie f : R — R o functie periodica, de perioada 27, cu proprietatea
ca pentru orice interval compact al axei reale exista o diviziune a
acestui interval pe ale carei intervale deschise f este derivabili,
iar in punctele de diviziune f are derivate laterale finite. Atunci
seria Fourier a lui f este punctual convergenta pe R. Mai precis,
lim f(u)+ lim f(u)
u,/ T u\ T

%+ (an cosnx + b, cosnx) = 5

n

an =< [ f(z)cosnzdz si b, =L [ f(z)sinmadz.

, pentru orice r € R, unde

s

Daci f : R — R o functie periodici, de perioada 27, cu propri-
etatea ca este continui si cu proprietatea ci pentru orice interval
compact al axei reale existd o diviziune a acestui interval pe ale
carei intervale deschise f este derivabila, iar in punctele de diviz-
iune f are derivate laterale finite, atunci seria Fourier a lui f este
punctual convergenta pe R catre f.

Fie f : R — R o functie periodica, de perioada 27, cu proprietatea
ca este continud. Pentru orice n € N, fie S,, a n-a suma partiala a
seriei Fourier asociati lui f, iar o, = 2E5t-t9  Atunci sirul de

n
functii (0,),, converge uniform, pe R, citre f.
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